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KAPITEL 1

Einleitung

In [Soe01] wird im Rahmen der Langlands-Philosophie eine Vermu-
tung iiber die Aquivalenz zweier Kategorien aufgestellt: die Kategorie
der Harish-Chandra-Moduln zu einer reellen algebraischen Gruppe und
eine ,geometrische® Kategorie. Fiir den Fall, dass die reelle algebraische
Gruppe die verallgemeinerte Lorentz-Gruppe SO,,—1 1 (R) ist, wurde die
Kategorie der Harish-Chandra-Moduln in [Kho81] explizit als Kate-
gorie von gewissen Moduln einer Kocher-Algebra realisiert. In dieser
Arbeit wird die entsprechende Kategorie auf der geometrischen Seite
untersucht und so die Vermutung aus [Soe01] fiir den Fall SO,,_11(RR)
bewiesen.

1.1 Ein paar Notationen

Wir werden fiir eine komplexe algebraische Gruppe G meistens statt
G(C) einfach G fiir die komplexwertigen Punkte schreiben.

Die Notation ,,G —> X“ bedeutet ,,G operiert auf X“. Diese No-
tation ist auch fiir kommutative Diagramme geeignet. Auflerdem wer-
den wir statt ,, G-aquivariante Garben auf X oft einfach ,,Garben auf
G —e> X*“ sagen. Ubrigens werden alle Garben in dieser Arbeit #qui-
variant sein.

Wann immer wir von einer derivierten Kategorie sprechen, werden
wir immer die nach unten beschriinkte derivierte Kategorie D*(-) mei-
nen. Wir werden der Einfachheit halber nur D(-) dafiir schreiben.

1.2 Die Vermutung aus [Soe01] im Detail

Wir haben gegeben:

e cine komplexe algebraische Gruppe G,

e cine innere Klasse F' von reellen Formen von G,

e cinen zentralen Charakter y € MaxZ(U(g)) der universellen
Einhiillenden der Lie-Algebra g zu G.

Aus diesen Daten werden die beiden Kategorien konstruiert, die
laut Vermutung dquivalent sind. Dazu einige Definitionen:

Fiir eine reelle Form §: G — G sei G(RR, §) die zugehorige reelle
algebraische Gruppe (bestehend aus den Fixpunkten in G(C) unter 9).
Sei M(G(R,¢)) die Kategorie der Harish-Chandra-Moduln zu G(R, §)
und M(G(R,J)), die Unterkategorie der Harish-Chandra-Moduln mit

verallgemeinertem infinitesimalen Charakter .

5



6 1 EINLEITUNG

Um die Vermutung richtig formulieren zu koénnen, miissen wir den
Begriff der ,starken reellen Formen® einfithren. (Ausfiihrlich werden
starke reelle Formen in [ABV92], ch. 2, behandelt.) Aus der inneren
Klasse F' konnen wir eine Erweiterung 'G' = G » I' konstruieren mit
I' = Gal(C/R) = {1, v}, indem wir festlegen, dass v so auf G operiert
wie eine quasispaltende reelle Form aus F'. (Eine reelle Form heifit qua-
sispaltend, wenn sie eine Borelsche stabilisiert.) Diejenigen Elemente
§ € TG ~ G mit 6% € Z(Q), fiir die §? endliche Ordnung hat, heien
starke reelle Formen (zur inneren Klasse F).

Eine starke reelle Form ¢ operiert auf G als antiholomorphe In-
volution; also kann man jede starke reelle Form auch als reelle Form
im alten Sinne (,,schwache reelle Form*) auffassen. Man priift leicht,
dass die Menge der so erhaltenen schwachen reellen Formen gerade wie-
der die innere Klasse F' ist. (Allerdings konnen mehrere starke reelle
Formen die gleiche schwache reelle Form induzieren). Wir wollen zwei
starke reelle Formen dquivalent nennen, wenn sie durch Konjugation
mit einem Element aus G aufeinander abgebildet werden konnen.

In der Vermutung von Soergel steht auf der Darstellungsseite die
direkte Summe der M(G(R, 0)), fiir mehrere § aus der inneren Klasse
F. Eigentlich mochte man  alle 6 € F'“ sagen, aber das ist aus mehreren
Griinden nicht ganz richtig:

1. Aus jeder Aquivalenzklasse von starken reellen Formen soll nur
ein Représentant genommen werden. (Dadurch kénnen manche schwa-
che reelle Formen mehrfach auftreten.)

2. Eigentlich miisste man auf der geometrischen Seite mit Uberlage-
rungen von GG arbeiten, damit die erhaltene Kategorie grofl genug wird.
Um sich das zu sparen, schranken wir die Menge der reellen Formen
noch etwas ein: Wir betrachten nur diejenigen starken reellen Formen
§ € 'G . G mit 6% = 1. (Die Menge der Aquivalenzklassen dieser star-
ken reellen Formen ist dann gerade die nicht-abelsche Kohomologie
HY(T, G(D)).)

Sei also S C IG\.G ein solches Repriisentantensystem starker reeller
Formen. Wir konnen jetzt die Darstellungskategorie angeben:

DEFINITION 1.1. Die Darstellungskategorie zu (G, F, ) sei die di-
rekte Summe

P M(G(R,9),

0esS

Die geometrische Kategorie der Vermutung sieht folgendermafien
aus: Aus den gegebenen Daten (G, F, x) wird eine Varietdt X kon-
struiert, auf der die Langlands-duale Gruppe GV zu G operiert. Diese
Konstruktion ist etwas aufwéandiger, also verschiebe ich die Erklarung
auf spéter.
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Auf X betrachtet man die Kategorie der dquivarianten perversen
Garben PShgv(X) (beziiglich der mittleren Perversitit). Es ist be-
kannt, dass die einfachen Objekte dieser Kategorie in Bijektion zu den
einfachen Objekten der Darstellungskategorie stehen; siche [ABV92].
Sei Laye die direkte Summe all dieser einfachen Objekte (genauer: die
direkte Summe je eines Représentanten aus jeder Isomorphieklasse).
Die Endomorphismen Endgy (Lane) := B,y Homey (Lae; Lane) in der
dquivarianten derivierten Kategorie Dgv(X) bilden eine graduierte Al-
gebra, die geometrische Ext-Algebra zu L.

Auch die einfachen Endg, (Lane)-Moduln stehen in Bijektion zu den
einfachen Objekten der Darstellungskategorie; unsere geometrische Ka-
tegorie ist eine Unterkategorie der Endg. (Lape)-Moduln: Fiir eine all-
gemeine graduierte Algebra A sei die Kategorie A-nil der Nilmoduln
definiert durch

A-nil := {M € A-mod | dim M < oo, A"M =0 fiir n> 0} .

DEFINITION 1.2. Die Geometrische Kategorie zu (G, F, x) sei die
Kategorie der Nilmoduln

Endz;v (Eane)—nil .

VERMUTUNG 1.3 ([Soe01)). Die Darstellungskategorie und die geo-
metrische Kategorie zu (G, F, x) sind dquivalent:

P M(G(R,0)), = Endgy (Laye)nil .

0es

1.3 Unser Fall

In dem Fall, der in dieser Arbeit bewiesen wird, sind die Daten zur
Vermutung die folgenden:

e Die algebraische Gruppe G ist SO,, fiir m > 3.

e Die innere Klasse F von reellen Formen ist die, die SO,,,—1 1 (R)
enthélt.

e Der zentrale Charakter y, den wir betrachten wollen, ist der
triviale (d. h. der, der zur trivialen Darstellung von g gehort).

In [Kho81] wird nur die Kategorie M(SO,,_11(R)), untersucht,
und nicht die gesamte Darstellungskategorie zu dieser Situation (die
noch Darstellungen von anderen reellen Formen beinhaltet). Dement-
sprechend werden wir auch auf der geometrischen Seite nicht die ge-
samte Kategorie betrachten, sondern nur einen Teil: £, wird die di-
rekte Summe einer geeigneten Teilmenge der einfachen #dquivarianten
perversen Garben sein. (Die , niitzlichen; wir werden in der gesamten
Arbeit die Objekte als ,niitzlich“ bezeichnen, aus denen der Teil der
geometrischen Kategorie hervorgeht, der SO,,—1 1(R) entspricht.) Das
Ziel dieser Arbeit ist zu zeigen:
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THEOREM 1.4. (a) Endg (Lyitz) ist ein direkter Summand
von Endgw (Lape)-

(b) Es gibt eine Aquivalenz von Kategorien
M(SO,-11(R))y = Endg (Lyiit,)-nil .

Teil (a) werden wir schon in Kapitel 4 beweisen; Teil (b) folgt aus
Theorem 1.6, dessen Beweis erst mit Kapitel 6 vollendet wird.

1.4 Die Harish-Chandra-Moduln zu SO,,_;;(R)

In diesem Abschnitt geben wir die Ergebnisse aus [Kho81] iiber die
Kategorie M(SO,,-11(R)), wieder. Sie ist dquivalent zu einer Kate-
gorie A,,-nil von Nilmoduln einer geeigneten graduierten Algebra A,,.
Fiir die Definition von A,, machen wir eine Fallunterscheidung nach
der Paritdat von m.

Fall m = 2n (,Ba,+1“ in [Kho81]): Ay, ist die direkte Summe von
zwei Kopien der graduierten Algebra, die durch den folgenden Kocher
mit Relationen beschrieben wird:

ay An—1 _ _
o e ./\.QC au+1au—bubu+1—0
S S COp_1 = byp_1¢=10
bl bn—l

Alle Pfeile des Kochers haben Grad 1.
Fall m = 2n 4+ 1 (,By,* in [Kho81]): Ay, ist die Algebra zum
folgendem Kocher:

bipbi(uyry =0

aq an
e~ e
. v
by bn—1 R +(ut1) Oty = 0
a/ ‘
a_y a—(n-1) / binazn =0
° — ° .. /\ b
~__ \_/ n
b_y b_(n—1)

Wieder haben alle Pfeile des Kochers Grad 1. Dieser Kocher hat ei-
gentlich gar keine Besonderheit an der rechten Spitze, so dass man
ihn genauso gut gerade darstellen konnte. Bei der Konstruktion der
geometrischen Kategorie wird sich allerdings herausstellen, dass es in
gewissem Sinne ,natiirlich® ist, den Kécher so darzustellen. (Um vorzu-
greifen: Die Punkte entsprechen einfachen perversen Garben, und wie
weit rechts ein Punkt liegt, gibt die Dimension des Trigers an.)

SATZ 1.5 ([Kho81], Theorem 1). Sei die graduierte Algebra A,, wie
oben definiert. Dann ist die Kategorie M(SO,,—11(R)), dquivalent zur
Kategorie A,,-nil.

Um Aussage (b) von Theorem 1.4 zu zeigen (die Aquivalenz der
Kategorien), reicht es jetzt, die folgende (etwas stéirkere) Aussage zu
zeigen:
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THEOREM 1.6. In der hier beschriebenen Situation gibt es einen
Isomorphismus von graduierten Algebren

El’ldé\/ (Enﬁtz> = Am .

1.5 Uberblick iiber die geometrische Seite

Sei wie gehabt G := SO,,. In diesem Abschnitt geben wir einen
Uberblick iiber die Konstruktion von Endg, (Lyat,). Fiir eine vollstandi-
ge Definition der Varietéit X, auf der die perversen Garben leben, wird
sich der Leser allerdings noch bis zu Abschnitt 2.3 gedulden miissen.
(Eine ausfiihrlichere Definition von X steht in [ABV92].)

Notation: In der gesamten Arbeit wird n der Rang von G sein, also

In Kapitel 2 wird aus der Gruppe G, der inneren Klasse von reel-
len Formen F und dem trivialen zentralen Charakter y die Varietét
X konstruiert. Diese Varietét besteht aus mehreren Zusammenhangs-
komponenten X;. Die einzelnen Komponenten GV —> X, kann man
mit Hilfe der induction equivalence aus [BL94] (Theorem 2.6.3) zu
K; —e> X vereinfachen fiir Untergruppen K; C GV. Nach dieser Ver-
einfachung sind alle Komponenten als Varietdten isomorph, allerdings
operieren verschiedene Gruppen auf den verschiedenen Komponenten.

Konstruktion von X:

e Zunichst brauchen wir die Langlands-duale Gruppe GV von

G-
av SOy, falls m gerade
SP,, falls m ungerade.

e Aus der dualen Gruppe G und dem zentralen Charakter x
konstruiert man die Varietdt X. Fiir den trivialen zentralen
Charakter ist X besonders einfach:

X =G"/BY
fiir eine Borelsche BY C GV.

Konstruktion der Gruppen K;:

e Aus der inneren Klasse F' von reellen Formen erhélt man eine
Involution a des Wurzeldatums: Man wéhlt eine quasispalten-
de reelle Form d,5 € F' aus; dann gibt es einen maximalen To-
rus T' C G, der von 0, festgehalten wird, und die Operation
von 04, auf 7' liefert die gewiinschte Involution des Wurzelda-
tums.

e Aus der Involution a kann man auf der Seite der dualen Grup-
pe die L-Gruppe 'GV definieren — ein semidirektes Produkt
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aus G und der Galois-Gruppe I' = Gal(C/R). Man erhilt in

unseren Fallen:
Os,, fallsm=0 (4)
GV =80y, x )27 fallsm=2 (4)
SPy, X Z/27 falls m ungerade .

e Die Gruppen K; erhélt man nun als Zentralisatoren Zgv (y;)
von gewissen Elementen y; aus 'GY \. GV, die auf GV als Invo-
lutionen operieren.

Die perversen Garben L, leben alle auf einer Komponente X; von

X, d. h. wir werden uns das richtige y € 'GY . GV aussuchen und dann

nur noch mit K := Zgv(y) —e> X = GV/B" weiterarbeiten.
Berechnung der geometrischen Ext-Algebra Endj (Lpits,):

e Die einfachen perversen Garben auf GV /B bekommt man als
intermediidre Ausdehnung der dquivarianten lokalen Systeme
auf Bahnen von K —e> GY/BY. In [LV83] werden diese Aus-
dehnungen beschrieben: Sei H die Hecke-Algebra zur Weyl-
gruppe W von GV. Es wird ein H-Modul M definiert, der die
dquivarianten lokalen Systeme als Basis hat — eine Art Gro-
thendieck-Gruppe mit Extrastruktur. Innerhalb dieses Moduls
kann man die einfachen perversen Garben untersuchen, was
wir in Kapitel 4 tun werden.

e Vorher muss der Hecke-Modul M natiirlich konstruiert wer-
den. Eine Moglichkeit, dies explizit zu tun, wird in [RS93] be-
schrieben. Wir fithren diese Konstruktion in Kapitel 3 durch,
allerdings nur fiir den direkten Summanden M, von M, der
den einfachen perversen Garben in L, entspricht.

e Die Rechnung in M, liefert zwar einige Information dariiber,
wie die einfachen &dquivarianten perversen Garben aussehen,
allerdings nicht genug, um die Endomorphismen von L, zu
bestimmen. Die fehlende Information bekommen wir in Kapi-
tel 5, indem wir nochmal genauer untersuchen, wie die Opera-
tion der Hecke-Algebra H auf M,;, definiert wurde: Fiir die
Definition wurde ausgenutzt, dass GY/BY ,lokal so aussieht
wie P'C*. Diese ,lokale Ahnlichkeit* kann man auch funkto-
riell machen; so erhélt man schlieflich die fehlende Information
iiber die Endomorphismen von L.

e In Kapitel 6 setzen wir all diese Information zusammen und
erhalten fiir End} (Lya,) die Algebra, die in Theorem 1.6 be-
hauptet wurde.

1.6 Dank
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fiir die gute Betreuung, dafiir, dass er immer bereit war, Fragen zu
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KAPITEL 2
Konstruktion der Varietit X nach [ABV92]

In der Ubersicht wurde bereits erwihnt, dass aus der Gruppe G,
dem zentralen Charakter y und der inneren Klasse F' von reellen For-
men ein Raum X konstruiert werden soll, auf dem die Langlands-duale
Gruppe GV operiert. Das ist das Ziel dieses Kapitels. Wir halten uns
dabei an [ABV92].

2.1 Daten und Notationen zu SO,,, SO5,; und SPy,

Wir werden in dieser Arbeit mit den Gruppen SOs,,, SOs,; und
SP,, arbeiten. Wir beginnen mit der Auflistung der Daten dieser Grup-
pen (siche z.B. [Bou68|). Dabei definieren wir auch die Notationen,
die wir verwenden werden.

Notation: Sei G eine der oben genannten Gruppen, und seien 7" und
B ein maximaler Torus und eine Borelsche von G. Wir verwenden die
folgenden Notationen:

X*(T), Xo(T): Wurzelgitter, Cowurzelgitter
{€1,...,en}: Basis von X*(T) wie in [Bou68|
{e1,...,e,}: Dazu duale Basis von X, (T

A, AT: Wurzelsystem, positive Wurzeln
IT={a,...,an 1,0.}: einfache Wurzeln
W Weylgruppe
S ={s1,...,8n1, S} : Einfache Spiegelungen
U: Unipotentes Radikal von B
U, : Wurzelgruppe zu a € A
g, b, b, n: Lie-Algebren zu G, T, B, U

Auflerdem brauchen wir noch eine Notation fiir Elemente der Weyl-
gruppe:

Notation: Die Elemente von W werden durch Folgen der Form w =
laj|as| ... la,| (1 < a; < n) dargestellt, wobei iiber jedem Folgenglied

13



14 2 KONSTRUKTION DER VARIETAT X NACH [ABV92]

noch ein Querstrich stehen kann. Die Bedeutung davon ist:

(&) Ea; falls tiber a; kein Strich ist
wig;) = . Lo
—&q, falls iiber a; ein Strich ist.

Damit eine solche Folge ein Element der Weylgruppe darstellt, miissen
die a; eine Permutation von {1,...,n} bilden. Wenn G = SO, ist,
muss auflerdem die Anzahl der Querstriche gerade sein.

Die Léange eines Weylgruppen-Elements in dieser Notation erhélt
man durch ,erweitertes Fehlstdnde-Zahlen“: Fiir alle 1 < i < j < n
priift man, ob a; < a; ist und ob auf a; ein Querstrich ist. (Ob auf a; ein
Querstrich ist, ist egal.) Die vier Moglichkeiten tragen folgendermaflen
zur Lénge bei:

a; < aj, kein Querstrich auf a;: 0
a; > aj, kein Querstrich auf a;: 1
a; < aj, Querstrich auf a;: 2
a; > a;, Querstrich auf a;: 1

Auf diese Art erhélt man die Lénge eines Elements der Weylgruppe
von SO,,. Fiir die Lange eines Elements der Weylgruppe von SOg,, 11
bzw. SPj,, muss man auflerdem noch die Gesamtzahl der Querstriche
dazuaddieren.

Es folgen die Daten der Gruppen:

Gruppe SO9241 SPsy, SO,,
Typ B, C, D,
Duale 3P, SOms1 S0,
Gruppe " e "

iti gte: 1<y gte: 1<y ) )
POSltlve+ { ili<iy|A i li<j} {eite; i<}
Wurz. A U {51} U {252}
Einfache || @ =€ —€ip1 | @3 =€ — €41 Q; =& — Ei41
Wurz. IT | o, = ¢, o, = 2¢e, Qy = Ep_1 + Ep
Spieg. S s, = [112] ... |n—1]n| s, = [1]...In—2|n|n—1]
Langstes T — = T s
Eloment wo = [1|2| ... |n—1|n| wo = [1)2] ... |n—1|n|
Lénge

(w) Erw. Fehlstdnde 4 #Striche Erw. Fehlstande

(Bei SOs,, hat wy einen Querstrich auf dem n genau dann, wenn n
gerade ist.)
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2.2 Die reelle Form und die L-Gruppe

Ab jetzt und fiir den Rest dieses Kapitels sei G = SO,,, mit m = 2n
oder m = 2n + 1. Die Langlands-duale Gruppe dazu ist

Qv SO, falls m gerade
~ | SPy, falls m ungerade.

Wir wihlen Tori T, TV und Borelsche B, BY von G bzw. GV.

In diesem Abschnitt ist es einfacher, mit konkreten Matrizen zu
arbeiten. Dazu verwenden wir eine Definition von SO,,,, bei der es einen
maximalen Torus aus Diagonalmatrizen gibt:

(1) SOm::{mEGLm‘xT<1/1>x<l/1>:1/\detx:1}.

0O.B.d. A. sei T der maximale Torus aus Diagonalmatrizen und B
die Borelsche aus oberen Dreiecksmatrizen. Sei aulerdem U das unipo-
tente Radikal von B, und sei U, die Wurzelgruppe zur Wurzel a € A.

Wir sind an SO,,_11(RR) interessiert. Die folgende antiholomorphe
Involution von SO,,(C) hat SO,,—;1(R) als Fixgruppe:

i x> dyad;!,

! 1
d12:< / )
1
1

(dy liegt in manchen Fallen nicht in SO,,, sondern nur in O,,.)

Wir suchen die Involution a des Wurzelsystems von SO,,, die der
inneren Klasse F' von ¢§; entspricht. Dazu brauchen wir erst mal eine
quasispaltende reelle Form in F. Sei

wobel

( 1

N
1
- falls m =0 (mod 4)
! N
1
1
N
dgs = g ) fallsm =1 (mod 4)
N
1
1
\ falls m =2,3 (mod 4).
\ 1

Behauptung: Die Involution
Ogs: © —> dqsqu_sl

ist eine quasispaltende reelle Form in F'.
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Wir priifen zwei Dinge: (a) d,5 hélt unsere Borelsche B fest. Im
Fallm =0 (mod 4) beachte man, dass der Matrixeintrag bm = 1 eines
Elements (b;;) € B immer 0 ist.

(b) 645 und d; sind in derselben inneren Klasse, d. h. ., = Intyod;
fir ein y € SO,,(C). Es gilt sogar d,s = yd; (fir ein y € SO,,), was
man daran sieht, dass d,s und d; beide in O,, liegen und dieselbe Deter-
minante haben: —1 falls m = 0,1 (mod 4), 1 falls m = 2,3 (mod 4).

Die Operation von 4, auf dem Torus definiert die gesuchte Invo-
lution a des Wurzelsystems: Falls m = 1,2,3 (mod 4) ist, wird der
Torus festgehalten, d, ist spaltend und a = id; falls m = 0 (mod 4)
ist, werden die Wurzeln a,,_; und «, vertauscht:

°
/Oc*
° ° o ° a
a1 as Q-2
°
Qn—1

Jetzt gehen wir zur dualen Gruppe iiber und konstruieren dort aus
der Involution a des Wurzelsystems die L-Gruppe (vgl. [ABV92], ch.
4 oder [Soe01]).

Die L-Gruppe ist ein semidirektes Produkt 'GY = GY x ' mit
I' := Gal(C/R) = {1,~}, wobei die Operation von 7 auf G durch
die Involution a des Wurzelsystems gegeben wird: Auf T operiere
wie a. Um die Operation von v auf ganz GV fortzusetzen, wihle man
Isomorphismen z,: C —> U, fiir alle einfachen Wurzeln « € II. y soll
dann so fortgesetzt werden, dass yox, = %4(q) gilt. (Eine auf diese Art
entstandene Involution v wird in [ABV92] | distinguished* genannt.)

Wenn a die Identitédt ist (m = 1,2,3 (mod 4)), erhdlt man als L-
Gruppe einfach

GV =GV x7)27.
Im Fall m =0 (mod 4) erhalten wir
(2) GV =0,,.

(Bei (2) identifizieren wir v mit d s € O,, \ SO,,; man sieht leicht,
dass die Involution Int d s von SO,, auf T wie a operiert und ,,distin-
guished* ist.)

2.3 Die Varietit X, wenn der Charakter y trivial ist

Wenn y — wie bei uns — der triviale Charakter ist, sieht die Va-
rietat X, auf der wir dquivariante perverse Garben betrachten wollen,
besonders einfach aus:

LEMMA 2.1. Wenn x trivial ist, ist
X = UGV XZGv(y) GV/BV .
y

Die Vereinigung geht dabei iiber eine endliche Teilmenge von 'GV GV .
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Dieses Lemma macht natiirlich erst Sinn, wenn man X definiert hat.
Eine ausfiihrliche Konstruktion von X befindet sich in [ABV92], ch. 6.
Wir geben diese Konstruktion wihrend des nachfolgenden Beweises
wieder.

Beweis (von Lemma 2.1): Zunichst miissen wir aus unserem Cha-
rakter y eine Bahn O(y) auf den halbeinfachen Elementen der Lie-
Algebra gy, unter der Operation von G konstruieren. Fiir die spétere
Rechnung ist es praktisch, gleich einen Représentanten A von O(x) zu
wéhlen. Wir erhalten O(x) als Bild des Charakters y unter der folgen-
den Verkniipfung (vgl. [Soe01]):

MaxZ(U(g) = W\p* = WK = G\gl,
X — Wp = Wp —  Gp=0().

Die erste Bijektion wird vom Harish-Chandra-Homomorphismus indu-
ziert und bildet den trivialen Charakter y auf die Bahn von p unter W
ab; p ist wie iiblich die Hélfte der Summe der positiven Wurzeln. Bei
der zweiten Bijektion identifizieren wir Wurzeln von g mit Co-Wurzeln
von gv. Die dritte Bijektion ist der Satz von Chevalley. Wir erhalten
so A = p als einen Représentanten von O(x).

Aus A (genauer: O(x)) werden zur Konstruktion von X in [ABV92]
zunéchst einige andere Objekte definiert, die wir jetzt der Reihe nach
untersuchen:

8" (Mo ={neg” [ [N\l =nu}
)= Y g (W
nE]N>0
UY()) = Zusammenhéngende unipotente Untergruppe
" von G mit Lie-Algebra nY ().
Behauptung: n¥(A) =nY und UY(\) = U".

Um zu sehen, ob ein € g in n¥(\) liegt, zerlegt man u beziiglich
der Gewichtsrdume: p = po + > v ftav. Auf dem Anteil pov € gy
operiert A durch (A, a"). Das ist eine positive ganze Zahl genau dann,
wenn o € (AY)T ist, da A = p ist. Daraus folgt die Behauptung.

Als néchstes brauchen wir:

e(N) =™ e GV
GY(\) :=Zgv(e(N)).
Behauptung: e(\) liegt im Zentrum von GV, und insbesondere ist
GY(\) =GY.
Es reicht zu zeigen, dass e(\) mit den Elementen der Gewichtsrédume

Uy (Y € AY) kommutiert. Sei z,v: C —> U,y ein Isomorphismus.
Es gilt:

Int(e>™)zov (2) = Tav (¥ (€2™) - 2) = zov (27N . 2) = 20v (2) .
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Schliefllich brauchen wir noch

LYO\) = Zav(N) .

Behauptung: LY(\) =T".

A operiert nichttrivial auf jedem Wurzelraum g, ; also operiert fiir
geeignetes ¢ auch e nichttrivial auf allen UY,. Aus = € Zgv(\) folgt
(Int ) (e?) = e@d®) N = A " ynd daraus folgt € TV.

Die restlichen Objekte aus [ABV92] auf dem Weg zu X sind:

PY(\) =LY\ UY(\) =T"U" = BY
C:=e(O(x)) = {ge(N)g ™" | g € GV} = {e(N)}
I:={ye'G"\G" |y ecC}.
Wir kénnen jetzt die Varietdt X angeben: Seien Z; die Bahnen von
T unter GV. (GY operiert durch Konjugation auf Z.) Es gibt endlich
viele solche Bahnen. Wir wéhlen aus jeder Bahn einen Représentanten
Y; € Zz Sei
K(yi) = Zgv (i) -
Dann ist

X = JG" xxw) GYWN/PYN) = G Xk GY/BY.
Yi Yi

4

Wie bereits im Uberblick angekiindigt, kénnen wir die einzelnen
Komponenten X; := GY Xg,) G¥/BY mit Hilfe der induction equi-
valence noch vereinfachen. Die Kategorie der (derivierten/perversen)
Garben auf GV —> X ist dquivalent zur Kategorie der Garben auf
K(y) = G/B".

Wir interessieren uns nur fiir eine einzige Komponente von X. Im
letzten Abschnitt dieses Kapitels bestimmen wir ein entsprechendes
y € Z; dann haben wir alles, um im néchsten Kapitel mit der Unter-
suchung der dquivarianten derivierten Kategorie D, (GY/B") zu be-
ginnen.

2.4 Berechnung von y

In diesem Abschnitt bestimmen wir ein y € 7, das die gewiinschte
Komponente der Varietat X liefert, d. h. die Komponente, auf der die
niitzliche perverse Garbe L, lebt. Dazu berechnen wir erst mal e(\).
(Zur Erinnerung: 7 = {y € 'G¥ N GY |y = e(\) }.)

A ist die halbe Summe der positiven Co-Wurzeln von GV, also:

\ = doq(n—i)-e falls m gerade
B " (n+1—49)-g falls m ungerade.
Zz_1< 2 g
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Daraus ergibt sich

1 falls m gerade
e(A) =
—1 falls m ungerade.

Die Bedingung an y, die wir spéter benétigen werden, ist, dass die
durch y definierte (holomorphe) Involution von GV quasispaltend im
Sinne von [Spr87] ist. Um das zu definieren, muss man noch kurz
ausholen.

LEMMA 2.2. Sei G eine algebraische Gruppe und 6 eine (holomor-
phe) Involution von G. Dann gibt es eine Borelsche B und einen Torus

T, so dass (B) = B und 0(T) =T ist.

DEFINITION 2.3. Sei G eine algebraische Gruppe, 6 eine Involution
von G, und seien B, T wie in Lemma 2.2. 0 heifit quasispaltend, wenn
es ein v € G gibt, so dass x7'0(x) in N(T) liegt und ein Reprisentant
des lingsten Elements wy € W = W(B,T) der Weylgruppe ist.

Welches y wir innerhalb einer Bahn von Z wihlen, ist im Prinzip
egal. Um die spétere Rechnung zu vereinfachen, wollen wir y jedoch so
withlen, dass die Borelsche und der Torus, die (nach Lemma 2.2) von
Inty festgehalten werden, gerade die von uns gewihlten BY und TV
sind.

Dass Int y eine quasispaltende Involution ist, kann man auch so um-
formulieren: Es gibt einen Représentanten wy von wy, so dass y und wyy
konjugiert sind. (Wenn 2~ 'yz = wpy ist, ist 7' (Int y)(x) = 1ip.) In der
nachfolgenden Tabelle werden fiir die verschiedenen Félle ein y € Z und
ein wy als konkrete Matrizen angegeben, die diese Bedingung erfiillen.
Bei GY = SOy, (m = 2n) verwenden wir als Matrizendarstellung (1)
aus Abschnitt 2.2; bei G¥ = SPy, (m = 2n + 1) verwenden wir

SPy,, = {x € GLg, | 27 jzj ™' = 1}

wobei
1
/
s 1
J = -1
e
—1
N——
n n

O.B.d. A. bestehen die von uns gewéhlten TV, BY wieder aus Diago-
nalmatrizen bzw. oberen Dreiecksmatrizen.
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Fall wo Y
/—1 z\‘
m = 277, + 1 1 -1 ¢ —i
/ AN
1 —i
N -~ ~ -
-1
AN
-1
1
AN
m=2n=0 1 1
Va 1
(mod 4) ( 1 ) by
AN
1
-1

7 -1
m=2n = 2 1 1 1\
(mod 4) ;! 1
V —1
1 \71
n—1 n—1 n_" 1 n+" 1 n_" 1

Falls m ungerade ist, wird y mit
' i | ./i
= Z ,g € SPQn
V2
zu woy konjugiert. Falls m gerade ist, zeigt der Spektralsatz, dass y
und wyy durch ein Element von SO,, konjugiert sind; man muss nur
priifen, dass die Dimensionen der Eigenrdume bei y und bei wyy gleich

sind.



KAPITEL 3

Konstruktion des Hecke-Algebren-Moduls M,

3.1 Ziel dieses Kapitels

Aus dem vorigen Kapitel haben wir eine Gruppe G mit einem To-
rus 7V und einer Borelschen BY, eine Erweiterung 'G"Y davon und ein
y € 'GY .GV der Ordnung 2, das TV und B" festhiilt. Wir interessieren
uns fiir K := Zgv (y)-aquivariante perverse Garben auf GV /BY. Ab die-
sem Kapitel wird nur noch auf der Seite der dualen Gruppe gerechnet,
deshalb lassen wir ab sofort alle ,,Y* weg.

Da y? = 1 ist, kénnen wir 'G als semidirektes Produkt G x {1,y}
auffassen. In Zukunft sei I' := {1,y} C 'G (im Gegensatz zu I' = {1,v}
bei der Definition der L-Gruppe in Abschnitt 2.2.)

Einfache dquivariante perverse Garben sind intermedidre Erweite-
rungen von &quivarianten lokalen Systemen auf Bahnen (siehe z.B.
[BBD82]). Sei H die Hecke-Algebra zum Coxeter-System (W, .S). In
[LV83| wird ein H-Modul M definiert, der es erlaubt, diese interme-
didren Ausdehnungen zu berechnen. Sei D die Menge der 4o, wobei
O eine Bahn von K —e> (/B ist und 7 ein dquivariantes lokales Sy-
stem auf O. Der H-Modul M ist zunichst ein freier Z[q, ¢~ ']-Modul
mit Basis D. Die Operation von ‘H auf M kodiert Information iiber die
Geometrie der Bahnen.

In [RS93] wird der Modul M untersucht — genau genug, dass wir
den direkten Summanden Mz, C M, der uns interessiert, explizit
konstruieren kénnen. In diesem Kapitel wenden wir die Methoden aus
[RS93] an, um dies zu tun; in den darauffolgenden Kapiteln verwenden
wir M, um die Endomorphismen von L, zu bestimmen.

3.2 Involutionen in ‘W ~ W

Um M zu konstruieren muss man als erstes die Bahnen von k' —>
G/ B verstehen. In [RS93] wird dazu eine Menge von , getwisteten In-
volutionen der Weylgruppe W definiert und auferdem eine Abbildung
¢ von den Bahnen in diese getwisteten Involutionen. Mit Hilfe die-
ser Abbildung erhélt man Informationen iiber die Bahnen durch kom-
binatorische Rechnungen in der Weylgruppe. Wir werden hier statt
der getwisteten Involutionen in W normale Involutionen in ,,'W ~ W*
verwenden; das passt besser in den Kontext und vereinfacht ein paar
Rechnungen. Alle Rechnungen aus [RS93] lassen sich einfach in diese
Version iibersetzen.

21
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DEFINITION 3.1. Sei
"N(T) :=Nr(T) = N(T) - T = N(T) x T
der erweiterte Normalisator von T" und
"W="N(T)/T=W xT

die erweiterte Weylgruppe. (Wir werden y € T' jetzt manchmal als
Element von "W auffassen.)

Bemerkung: Die Operation von W auf dem Torus und dem Ge-
wichtegitter setzt sich in natiirlicher Weise zu einer Operation von W
fort.

In Abschnitt 2.1 haben wir eine Notation fiir Elemente der Weyl-
gruppe definiert. Diese Notation verwenden wir auch fiir Elemente
von "W . W: Ein Element a € "W ~ W wird durch eine Folge a =
lai|as] ... |a,| dargestellt, wobei wieder Querstriche iiber den Folgen-
gliedern sein kénnen. Die Bedeutung soll auch wieder sein:

(1) €a; falls iiber a; kein Strich ist
alg;) = . . .
—&,, falls iiber a; ein Strich ist.

Wenn 'G = G x 7Z/27 ist, kann die gleiche Folge sowohl ein Element
von W als auch ein Element von "W ~. W bezeichnen. Da wir aber nie
mit "W als Ganzes arbeiten werden, wird immer aus dem Kontext klar
werden, was gemeint ist.

Bemerkung: Der einzige Fall, in dem Elemente von "W \. W anders
aussehen als Elemente von W, ist der mit m = 0 (mod 4): In diesem
Fall ist 'G = O,,, y = |1]2]...|n — 1|n| (als Element von "W ~ W),
und Folgen stellen Elemente von W ~ W dar, wenn die Anzahl der
Querstriche ungerade ist.

Wir werden spiter eine ,, Bruhat-Ordnung® auf "W . W benétigen.
Elemente a € "W ~. W haben immer die Form wy fiir ein w € W. Wir
konnen also definieren:

wy < w'y s w<w.

Bemerkung: YW ist zwar eine Coxeter-Gruppe, und somit gibt es
darauf eine Bruhat-Ordnung; das ist aber nicht die, die wir wollen.
Man beachte z. B., dass im Fall 'G' = Oy, die einfache Spiegelung s, =
11]2|...|n — 2|n — 1|n| € S als Element von "W nicht mehr einfach
ware.

Jetzt definieren wir die Menge der Involutionen in "W ~ W, die im
néchsten Abschnitt als Bildbereich der Abbildung ¢ dienen wird:

DEFINITION 3.2. Sei T := {a € "W\ W | a* =1} die Menge der
Involutionen in TW . W.
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3.3 Die Abbildung ¢ von den Bahnen in die Involutionen
DEFINITION 3.3. Sei V' die Menge der Bahnen von K —e> G/B.

Bemerkung: Unser V steht in Bijektion zum V' aus [RS93].

Bemerkung: Wir werden in Zukunft oft von Représentanten x € G
einer Bahn O € V sprechen, obwohl genau genommen nur B ein
Représentant ist.

Um die Abbildung ¢: V' —— 7 zu definieren, muss zunéchst eine
andere Abbildung x definiert werden:

DEFINITION 3.4. Sei k: G — G\ G,z —> 27 lyx.

DEFINITION 3.5. Fir O € V und x € G ein Reprasentant von O
mit k(x) € TN(T) sei ¢(O) := k(x)T € I das von k(x) reprisentierte
Element aus "W ~ W.

In [RS93] wird gezeigt, dass dies eine sinnvolle Definition fiir eine
Abbildung ¢: V. — T ist: Jede Bahn O hat einen Reprisentanten
r € G mit x(z) € 'N(T), alle solche Repriisentanten einer Bahn lie-
fern dasselbe Element der erweiterten Weylgruppe, und dieses Element
¢(0O) ist eine Involution.

Wir wollen statt mit den Bahnen mit ihren Bildern unter ¢ arbeiten.
Dazu wire es am besten, wenn ¢ bijektiv wére. Das ist zwar nicht der
Fall, aber es ist nicht so weit davon entfernt. Dazu ein Lemma, dass
ein paar Aussagen aus [RS93| zusammenfasst.

LEMMA 3.6. Sei Oy € V' die offene Bahn.
(a) Das Bild von ¢ ist {a € T | a < ¢(Omax)}-
(b) ®(Omax) hat Onax als einziges Urbild.

In Abschnitt 2.4 hatten wir y so gewéahlt, dass die Involution Int y
quasispaltend ist, d.h. es gibt ein z € G mit 2 lyxy T = wy. Fiir
O := KxB/B bedeutet das: ¢(O) = k(z)T = wpy. Da wpy das langste
Element von Z ist, folgt daraus (mit Lemma 3.6 (a)), dass ¢ surjektiv
ist. Zusammen mit Lemma 3.6 (b) erhalten wir die folgende Aussage,
die wir spéter brauchen werden:

LEMMA 3.7. woy € T hat unter ¢ die offene Bahn als Urbild und
sonst nichts: ¢~ (woy) = {Omax }-

Bemerkung: Bei der Anwendung dieses Lemmas wird man sehen,
das auch andere Involutionen in Z wenige Urbilder unter ¢ haben.
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3.4 Das Produkt einer Bahn mit P, sieht aus wie P!C

Jetzt werfen wir erst mal einen genaueren Blick auf die Bahnen. Sei
s € S eine einfache Spiegelung, und sei P, := B U BsB die zugehorige
minimale Parabolische.

Wenn wir eine Bahn O gegeben haben, konnen wir die Menge
OP, = {zpB | xB € O,p € P;} betrachten; sie ist eine Vereinigung
von wenigen Bahnen, die man gut in den Griff bekommt. Wir werden
in diesem Abschnitt sehen, dass K —> OP, im Wesentlichen so aus-
sieht wie P'C, auf dem eine Untergruppe von PGLy operiert. (Siche
z.B. [RS93], §2, [LV83] und [Vog83|). Im darauffolgenden Abschnitt
wird gezeigt, wie man anhand von ¢(Q) € Z erkennen kann, welche
Untergruppe von PGLy operiert; so kénnen wir durch kombinatorische
Rechnungen in Z Daten iiber die Geometrie erhalten.

Aus diesen Daten wird spéter die Operation der Hecke-Algebra H
auf dem Hecke-Modul M definiert. Auflerdem werden wir in einigen
Fallen explizit verstehen konnen, wie die dquivariante derivierte Kate-
gorie Dy (OP;) aussieht, was uns einige der Homomorphismengruppen
liefern wird, die wir fiir Endj (Lyut,) bendtigen.

Zunéchst eine Definition, um die Sprache zu vereinfachen:

DEFINITION 3.8. Sei s € S eine einfache Spiegelung.
(a) Zwei Bahnen O und O heiffen s-benachbart falls OPs =
O'P;.
(b) Die Menge der Bahnen {O' | O" C OP;} heifle s-Nachbar-
schaft von O. (Manchmal werden wir auch die Vereinigung
OP; eine s-Nachbarschaft nennen.)
(c) Wenn O offen in OP; ist, heiffle O groB (bzgl. s).

Sei nun eine einfache Spiegelung s € S und ein x € G gegeben. Wir
untersuchen die Geometrie der s-Nachbarschaft

(3) K —=> KaP,/B.

Wir beginnen mit ein paar Umformungen, die die dquivariante deri-
vierte Kategorie Dy (K P;/B) nicht verdndern: Zunéchst konjugieren
wir mit z. Dazu definiere

K, =z 'Kzx.
Durch Konjugation von (3) erhilt man
K, - K,P,/B.

K, P;/B lasst sich schreiben als K, X g, ~p, Ps/B. Also ist — nach der
induction equivalence — die dquivariante derivierte Kategorie auch auf
dem folgenden Raum noch die gleiche:

(4) K,NP, - P,/B=P'C.
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Sei U, das unipotente Radikal von P, und T, C T der Kern der zu
s gehorigen einfachen Wurzel o € I1. Sowohl U; als auch T operieren
trivial auf P;/B, und U,Ty ist ein Normalteiler von P;. Wir kénnen
also K, NU,T, aus K, N P, herausteilen und erhalten so als operierende
Gruppe

Kgy = (K, N Py) (K, NUT,) = (K, UTs N Ps) /U .

(,St“ =, Stiick“; Kg; das ein Stiick von K.) Kg, —e> P;/B hat zwar ei-
ne andere dquivariante derivierte Kategorie als (4), aber die Geometrie
der Bahnen bleibt gleich; das geniigt uns im Moment. In Kapitel 5 wer-
den wir uns in einigen Féllen {iberlegen, was genau mit der derivierten
Kategorie passiert.

Jetzt sind wir in der eingangs beschriebenen Situation: Kg; ist eine
Untergruppe von P, /U, T, = PGL,, die auf P,/B = P'C operiert. Wir
definieren noch ein paar weitere Gruppen:

G, == P,/U,T, = PGL,
Bg, := BJU,T, C G,
Tsi = T/TS C By .

Dann ist P;/B = Gs;/Bss. Wir haben also
Kgy —o> GSt/BSt-

Die Theorie von PGLs liefert jetzt eine Liste von moglichen Grup-
pen Kg; C Gg; und die zugehorigen Bahnen auf Ggi/Bsy, und damit
eine Liste von mdéglichen Beziehungen zwischen den Bahnen einer Nach-
barschaft.

Man beachte, dass die Definition von Kg von der Wahl des Re-
prasentanten x abhéngt; verschiedene Repréasentanten liefern jedoch
zueinander konjugierte Untergruppen von G, so dass ,,die Gruppe K
zu einer Nachbarschaft“ zumindest bis auf Konjugation Sinn macht.

Im néchsten Abschnitt bestimmen wir so genau wie moglich anhand
von ¢(O) und s, welche Gruppe Kg; bei der Nachbarschaft OP; auf
Gsi/ Bsy operiert.

3.5 Die verschiedenen Moglichkeiten fiir Kg;

Sei s € S eine einfache Spiegelung und « € II die zugehérige einfa-
che Wurzel. Wir betrachten eine Nachbarschaft OP; (fir ein O € V).
Ziel dieses Abschnitts ist die Auflistung der moglichen zugehorigen
Gruppen Kg; (bis auf Konjugation) und der Bahnen davon auf G/ Bss
und dies in Beziehung zu ¢(O) zu setzen.

Wir werfen zunéchst einen Blick auf mégliche Beziehungen zwischen
den Involutionen ¢(Q) und den einfachen Spiegelungen s € S. Die
folgende Definition ist iiblich:
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DEFINITION 3.9 (vgl. z. B. [RS93], § 2.1). Sei o € II eine einfache
Wurzel, sei s = s, € S die zugehirige einfache Spiegelung, sei O € V.
eine Bahn, und sei a := ¢(O) € I die zugehdrige Involution. Die
Wurzel o (und die Spiegelung s = s, ) heifie

(a) imaginér (bzgl. O oder a) falls a(a) = a,
(b) reell, falls a(a) = —a,
(c¢) komplex sonst.

Es folgt die Tabelle mit den verschiedenen Mé&glichkeiten, die man
fir Kgy C Gg erhalten kann, wenn man eine Nachbarschaft KzP;/B
untersucht (vgl. [RS93], §2 und [Vog83], Lemma 5.1). Bei jeder Mog-
lichkeit werden die Bahnen von Kg; —> Gg;/Bs; = P'C aufgelistet,
zusammen mit der Beziehung zwischen s und der entsprechenden Bahn
O C KxP;/B nach Definition 3.9. Aulerdem werden weitere Informa-
tionen iiber a := ¢(O) angegeben, die danach erkldrt werden.

Kg Tst N(Tst) Bg Gst

Bahnen von
KSt%—)]Pl@ {0}

C* | {0} [{0,00}| C* |{x}| C | P'C

Wurzelart imag. | reell | imag. | imag. | reell | kplx | kplx | imag.
sa 2 a > < > > < > < >
sa;as sa = as sa = as sa # as |sa=as

Wir halten wieder eine einfache Spiegelung s und eine Bahn O
fest. Welche Spalte der Tabelle vorliegt (d. h. insbesondere auch welche
der Bahnen von Kg; —e> Gsi/Bs; der Bahn O entspricht) wollen wir
moglichst genau anhand von a := ¢(O) bestimmen. Der folgende Satz
ist eine Zusammenfassung von mehreren Ergebnissen aus [RS93] und
[RS90]. Er macht die Aussagen, die in den letzten beiden Zeilen der
Tabelle stehen.

SATz 3.10. Set O € V' eine Bahn und s € S eine einfache Spiege-
lung. Sei a := ¢(O).
(a) sa < a genau dann, wenn O die grofie (d.h. offene) Bahn
in OP; ist und nicht der Fall Ksy = Gs; vorliegt.
(b) sa # as genau dann, wenn s komplezx beziglich a ist, d. h.
wenn der Fall Ksy = Bs; vorliegt.

Bemerkung: Wir kénnen nun anhand von s und a zwischen den
meisten Spalten der Tabelle unterscheiden. In Abschnitt 3.11 werden
wir noch eine Moglichkeit angeben, zwischen den Féllen Kg; = Ts; und
Kgy = N(Ts;) zu unterscheiden, allerdings nicht durch bloles Rechnen
in 7.
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Jetzt bleibt noch eine weitere Frage: Wie kann man fiir eine Bahn
O € V aus ¢(0O) die Nachbarn von O bestimmen (oder zumindest die
Bilder der Nachbarn unter ¢)? Dazu zunédchst ein Lemma und eine
Definition.

LemMA 3.11 (vgl. [RS93], Lemma 1.4.1). Sei a € T eine Involu-
tion und s € S eine einfache Spiegelung. Dann tritt einer der beiden
folgenden Fille ein:

(a) sa = as. Dann ist sa € T.

(b) sa # as. Dann ist sas € I, und a und sas sind beziiglich
der Bruhat-Ordnung vergleichbar (d. h. es gilt a < sas oder
a > sas).

Die einzige nichttriviale Aussage dieses Lemmas ist die Vergleich-
barkeit von a und sas.

DEFINITION 3.12. Fliir eine einfache Spiegelung s € S sei die Ab-
bildung ns: T — T definiert durch:

sas falls sa # as (< s komplex bzgl. a)
773(@) = _
sa  falls sa = as.

Bemerkung: Das Lemma besagt, dass ns(a) € Z ist. Man rechnet
auBerdem leicht nach (wenn man mochte), dass 7, eine fixpunktfreie
Involution auf 7 ist.

Ein wichtiges Resultat aus [RS90] (und [RS93]) ist nun:

SaTz 3.13 (vgl. [RS93], Prop. 3.3.3). Sei s € S eine einfache Spie-
gelung, und seien O, 0" € V' s-benachbart. Sei genau eine der Bahnen
O und O grof. (Insbesondere liegt also nicht der Fall Kgy = Gg; vor.)
Dann gilt $(O) = ns¢(O'), und O’ ist genau dann die groffe Bahn,
wenn ¢(O'") > ¢(O) ist.

Dieser Satz sagt also, dass 7, im Wesentlichen ein Aquivalent zu
»ist s-Nachbar von* auf den Involutionen 7 ist und dass die Bruhat-
Ordnung auf Z angibt, welches der grofle Nachbar ist. Man sieht aller-
dings auch gleich zwei Einschrankungen fiir das Berechnen der Bahn-
Nachbarschaften mit den Daten aus Z:

Im Fall Kg; & Gg; hat die (einzige) Bahn O keinen s-Nachbarn. In
diesem Fall n,(4(0Q)) irgend etwas Nutzloses. Wenn man eine Bahn O
und eine einfache Spiegelung s hat mit s¢(O) = ¢(O)s und s¢p(O) >
¢»(0O), weiB man nicht, ob dieser Fall vorliegt.

Im Fall Kg; & Ts; hat die grofle Bahn O zwei kleine Nachbarn. Also
haben offenbar beide Nachbarn das gleiche Bild: n4(¢(O)). Hier sieht

man, dass ¢ im Allgemeinen nicht injektiv sein kann.
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Bemerkung: Der Nachsatz von Satz 3.13 (der aussagt, welche der
Bahnen die grofle ist), folgt in den Féllen Kg; = Ts; und Kgy = N(Ts;)
direkt aus Satz 3.10 (a) und im Fall Kg = Bg; indirekt unter Zuhilfe-
nahme von Lemma 3.11.

Analog zu den Bahnen wollen wir auch auf Z ,Nachbarschaft“ de-
finieren:

DEFINITION 3.14. Sei s € S eine einfache Spiegelung und a €
T eine Involution. Die Menge {a,ns(a)} heiffe s-Nachbarschaft von a
(und von ns(a)). Wenn a > ns(a) ist, heiffe a groB (bzgl. s).

Zum Abschluss noch eine Notation, die es uns erlauben wird, Nach-
barschaftsdiagramme zu zeichnen:

Notation (vgl. [RS93], §3):

(a) Wenn O der groBe s-Nachbar von O ist und O # O, schreibe
0 —— 0.

(b) Wenn wir zusétzlich sagen wollen, welcher Kg-Fall vorliegt,
schreiben wir O H(%» O, 0 @» O’ oder O O’ falls
KSt = TSt bzw. KSt = N(TSt) bzw. KSt = BSt ist.

(¢c) Wenn a' der grofie s-Nachbar von a ist und a # a’, schreibe
a —— a.

(d) Wenn wir zusétzlich sagen wollen, ob sa = as ist oder nicht,
schreiben wir a H(%» a’ falls sa = as ist und a a’ falls
sa # as ist. (a a’ bedeutet also gerade, dass bei den

Nachbarschaften der zugehorigen Bahnen der Fall Kg; = Bg
vorliegt.)

3.6 Die niitzlichen Nachbarschaften in 7 im Fall SO,,

Wir konnen jetzt Information iiber Nachbarschaften von Bahnen
aus Nachbarschaften von Involutionen aus Z gewinnen, also untersu-
chen wir in diesem Abschnitt solche Nachbarschaften im SO,,-Fall. Da
wir spéter nur an den niitzlichen perversen Garben interessiert sein
werden und diese nur auf einer Teilmenge der Bahnen leben (auf den
niitzlichen Bahnen), untersuchen wir in diesem Abschnitt nur die Invo-
lutionen, die diesen Bahnen entsprechen. Diese niitzlichen Involutionen
sind:

DEFINITION 3.15. Im Fall G = SO, sei{ay,...,a,} C T die Men-
ge der niitzlichen Involutionen, wober

a;:=1|...|i = 1ife + 1| ... |]n — 1|n|.
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Bemerkung: Damit iiberhaupt Elemente von "W ~\ W definiert wer-
den, muss die Paritdt der Anzahl der Querstriche stimmen: Falls n
gerade ist, ist 'G' = Oy, und die Anzahl der Querstriche ungerade, an-
sonsten ist 'G = SOy, x7Z/27 und die Anzahl der Querstriche gerade.

Bemerkung: a, = wyy; das ist, wie in Lemma 3.7 festgestellt, das
Bild der offenen Bahn unter ¢.

Notation: Eine Nachbarschaft nennen wir niitzlich, wenn alle ih-
re Elemente niitzlich sind. Wenn nur ein Teil Elemente niitzlich sind,
nennen wir die Nachbarschaft seminiitzlich'. Das bezieht sich in diesem
Abschnitt nur auf die Involutionen, aber spater auch auf alles andere,
bei dem wir von Nachbarschaften reden.

Wir berechnen nun alle niitzlichen und seminiitzlichen Nachbar-
schaften von Involutionen (d.h. fiir 1 < ¢ < n und alle s € S die Bilder
ns(a;)). Weil diese Nachbarschaftsrechnungen viel umsténdlicher auf-
zuschreiben als selbst zu rechnen sind, hier nur als Beispiel die s;-
Nachbarschaft von a;.

s1a; = |2[1]3] ... |n — 1|n]
ars; = [2|113]...|n — 1|n|

Diese Elemente sind verschieden, also ist Kg; = Bg; (s; ist komplex
beziiglich @), und wir haben

s, (a1) = s1ars; = [1|213] ... [n = 1|n| = as .

Vergleich der Langen von aiy und asy liefert a1y < asy und damit
a1 < ag, also ist as der grofle Nachbar in dieser Nachbarschaft:

ay as .
Analog erhélt man die restlichen niitzlichen Nachbarschaften:
a; aipq firl<i<n-—1 und
Ap_1 y, -

Die seminiitzlichen Nachbarschaften haben, wie man leicht nachrech-
net, alle die Form

5
sja; —®> a;

(wobei j auch  sein kann), d. h. a; ist groBer Nachbar, und wir sind in
einem Fall mit Kg; 2 Bst.

Wielleicht wiire yargerlich® treffender, weil wir am liebsten keine solchen Nach-
barschaften héitten, aber ,,seminiitzlich® ist intuitiver.
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Das Ergebnis zusammengefasst:

Sn—20np

/®/ :

G,
f“‘<}“~#31a
Sn—1 3*

Sp—30p—1

Ap—1 )
T ® 510,

57172 S*an72
Sp—10n—2
Sp—4Qn—2
NS e -
S"—3+ $10n—2
s2(B S*OJQ
Sn—142
s =
532
s1(B S*al
Sp—101
a

T Soty

(Die senkrechten Pfeile sind die niitzlichen Nachbarschaften, die
mehr oder weniger waagrechten die seminiitzlichen.)

3.7 Die niitzlichen Nachbarschaften in Z im Fall SP,,

Die niitzlichen Involutionen im SPo,-Fall sind:

DEFINITION 3.16. Im Fall G = SPy, sei {a1,...,an, a0} C T die
Menge der niitzlichen Involutionen, wobet
a; ;= |I|...[i = 1)ili + 1]|...|n| firl<i<n und
oo = |1]...|n| = woy .
Bei den s;- bis s,_;-Nachbarschaften von a; bis a, ist alles ge-

nauso wie im SOg,-Fall (sowohl bei den niitzlichen als auch bei den
seminiitzlichen). Hinzu kommen die Nachbarschaften von a., und alle
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s,-Nachbarschaften. Die niitzlichen Nachbarschaften sind:
a; a1 fir 1<i<n—1
G Héé% Ooo ;

die seminiitzlichen haben wieder alle die Form

S5 ’—®]—> a; .
Auch hier wieder das Ergebnis als Diagramm:

Sp—10c0

/®/ :

Goo —pm
S1a

[e.o]

Sx (k
Sp—20np

/®/ :

I @
S1a

n

sn-18 Sxlp—1

EZ Sp—30n—1
G- :

as :
T S50
51 (B S.Qq
Sp—101
a

T sts

3.8 Die niitzlichen Bahnen im Fall SO,,

Wir wollen nun die Urbilder der a; unter ¢ bestimmen — zunéchst
wieder im SOg,-Fall.

LEMMA 3.17. Die a; (1 < i < n) haben jeweils genau ein Urbild
unter ¢.

Wir konnen dann definieren:
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DEFINITION 3.18. Sei O; das Urbild von a; unter ¢. Die Menge der
niitzlichen Bahnen sei {O4,...,0,} C V.

Beweis (des Lemmas): Sei 1 <i <mn — 1. Die s;-Nachbarschaft ei-
ner Bahn O € ¢!(q;) ist ein Kg; = Bg;-Fall, also hat O genau einen s;-
Nachbarn O’; und es gilt ¢(O’) = a;41. Umgekehrt hat auch jede Bahn
O € ¢~ (a;y1) genau einen s;-Nachbarn O € ¢~ !(qa;). Beides zusam-
men liefert: Die s;-Nachbarschaftsbeziehung induziert eine Bijektion
zwischen ¢! (a;) und ¢~ (a;q).

Nach Lemma 3.7 hat a,, = woy genau ein Urbild unter ¢. Mit den
Bijektionen erhélt man induktiv jeweils genau ein Urbild von a; fiir
1< n. 0

Beim Beweis des Lemmas haben wir bereits die niitzlichen Nachbar-
schaften der Bahnen kennengelernt. Wir werfen nun noch einen Blick
auf die seminiitzlichen Nachbarschaften: Wir haben gesehen, dass es

da nur den Fall s;a, —® q gibt. Aus Satz 3.10, Teil (a) folgt, dass
O; groB in der s;-Nachbarschaft ist und dass nicht der Fall Kg = G
vorliegt. Aus Teil (b) folgt, dass der Fall Kg; = Bs; auch nicht vorliegt.
Bleiben die Fille Kg; = Ts, und Ky = N(Tg;). Wir haben also gezeigt:

SaTz 3.19. Im SOs,-Fall sind die niitzlichen Nachbarschaften der
Bahnen

Sn—1

0102...071,1 .;On

Alle seminiitzlichen Nachbarschaften haben die Form O HEI\JD9 O; oder
O ~@> O;.

3.9 Die niitzlichen Bahnen im Fall SP,,

Auch im SP,,-Fall hat a,, genau ein Urbild unter ¢. Allerdings
ist Syl = GooSy, d.h. fiir die s,-Nachbarschaft vom Urbild Oy, gilt
entweder Kgy = Ty, oder Kg = N(Tg). Da wir erst spiter lernen
werden, wie man zwischen diesen beiden Féllen unterscheiden kann,
greifen wir hier ein bisschen voraus: In Lemma 3.30 werden wir sehen,
dass die s,-Nachbarschaft von O, ein Kg; = Tg-Fall ist.

Die Nachbarschaften zwischen a; und a;41 (1 < i < n —1) lie-
fern wie im SO,,-Fall Bijektionen zwischen ¢! (a;) und ¢~*(a;11). Wir
definieren jetzt auch im SP,,-Fall die niitzlichen Bahnen:

DEFINITION 3.20. (a) Sei On := Opmax das einzige Urbild
VON Qo .
(b) Seien O,, und O_,, die beiden kleinen s.-Nachbarn von O.
(c¢) Sei induktiv O; bzw. O_; der kleine s;-Nachbar von O,y
bzw. O—i—l-
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(d) Die Menge der niitzlichen Bahnen sei
{017 .- '7(9%70*17 . '707717000} .

Bemerkung: Wir haben nicht gezeigt, dass O; und O_; die einzigen
Urbilder von a; sind. Theoretisch kénnte es Bahnen O € ¢~!(a,) geben,
bei deren s,-Nachbarschaft der Fall K¢ = Gg; vorliegt. Solche Bahnen
interessieren uns jedoch nicht.

Wie im SO,,-Fall liegt auch hier wieder bei allen seminiitzlichen
Nachbarschaften einer der Falle Kg; = Ty, oder Kgy = N(Tg;) vor.

SATZ 3.21. Im SPs,-Fall sind die nitzlichen Nachbarschaften der
Bahnen

Sn—1

0102(9”)\@5*\)

(9,1(’),2...(’),,1/@:7

Sn—1

O -

Alle seminiitzlichen Nachbarschaften haben die Form O HEI\JD% O; oder

3.10 Aquivariante lokale Systeme auf G/B

Erinnerung: In [LV83] wird ein Modul M der Hecke-Algebra (W, S)
definiert, der als Z[q, ¢~']-Basis die Menge D hat, und D ist die Menge
der 0o, fiir eine Bahn O und ein dquivariantes lokales System v darauf.
Wir wollen einen Untermodul M, C M konstruieren; dieser wird als
Z]q,q ']-Basis eine Teilmenge D, C D haben.

In den vorigen Abschnitten haben wir die niitzlichen Bahnen gefun-
den; als néchstes bestimmen wir auf diesen Bahnen die dquivarianten
lokalen Systeme und wéhlen davon die niitzlichen aus. Um die Men-
ge der dquivarianten lokalen Systeme auf einer Bahn bestimmen zu
konnen, zunéchst ein paar Definitionen:

DEFINITION 3.22. Sei O € V' eine Bahn, und sei x € G ein Re-
prisentant von O, fiir den k(z) = 2 lyx € "N(T) gilt. Wir definieren:
(a) (Erinnerung:) K, := 2 'Kz = Zg(xk(1)).
(b) I, C K sei der Stabilisator von xB € O.
(C) To = T¢(@) =K, NT.
(d) Ao = Ay :=To /T (die Komponentengruppe von Tp).
(e) To sei die Menge der Charaktere von Ae.

Bemerkung: In Abschnitt 3.4 hatten wir beliebige Repréasentanten
einer Bahn O zugelassen, um damit K, zu definieren. Ab diesem Ab-
schnitt arbeiten wir nur noch mit Repriisentanten x, die x(x) € 'N(T)
erfiillen. Dadurch gilt die folgende Formel, die zeigt, dass die Definition
von Ty tatséchlich nur von ¢(O) abhéngt:

To=K,NT={teT|r@)tc(z)" =t} ={teT|s0)(t) =t} .
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Die dquivarianten lokalen Systeme auf einer Bahn O entsprechen
kanonisch den Charakteren von I,/I?. Wir wollen also diese Gruppen
untersuchen. Dazu das folgende Lemma:

LEMMA 3.23 (vgl. Lemma 7.2.1 in [RS93]). (a) Das semi-
direkte Produkt B = U xT ldsst sich einschrdinken zu K,NB =
(K. NU) % (K,NT).
(b) I,/I? = Ap.

Beweis: (a) Sei 6 := Int(k(x)). Es gilt: K, = {y € G | 0(y) = y}.
Wegen () € 'N(T) ist §(T) = T, und B’ := §(B) ist eine Borelsche,
die T" enthilt. Sei U’ := 0(U) das unipotente Radikal von B’.

Sei b € K, N B und b = ut die Zerlegung von b bzgl. B =U x T.
Wenn wir gezeigt haben, dass v und ¢ in K, liegen, sind wir fertig.
Dazu ist zu zeigen: u = 6(u) und ¢t = 0(t).

Wegen b € K, haben wir b = 0(b) = 0(u)f(t). Wir wissen bereits,
dass 0(t) in T liegt. 6(u) liegt im unipotenten Radikal U’; aulerdem ist
O(u) = b0(t)~! € B. Daraus folgt 0(u) € U.

Damit ist b = 0(u)0(t) eine weitere Zerlegung von b bzgl. B = UXT.
Da eine solche Zerlegung eindeutig ist, folgt u = 6(u) und t = 0(¢).

(b) Man rechnet nach, dass 2 'I,# = K, N B ist. Da K, N U
unipotent und damit zusammenhiingend ist, folgt aus (a): [,/I° =
(K. NT)/(K,NT)" = Ao. O

Die dquivarianten lokalen Systeme auf O stehen also in Bijektion
zu I'p.

Notation: Fiir eine Bahn O und ein dquivariantes lokales System y
auf O schreiben wir statt dp auch dp ,, wenn x € I'p der Charakter
ist, der v entspricht.

Wir werden die Gruppen Ay fiir die niitzlichen Bahnen explizit
berechnen. Vorher dehnen wir aber noch die Definition von Nachbar-
schaften auf dquivariante lokale Systeme aus.

3.11 Nachbarschaften in der Basis D

In diesem Abschnitt definieren wir auf geometrische Art eine Nach-
barschaftsbeziehung zwischen Elementen der (zukiinftigen) Basis D des
Hecke-Moduls M. Daraus wird sich spéter die Operation der Hecke-Al-
gebra ‘H auf M ergeben. Danach geben wir an, wie man diese Nachbar-
schaftsbeziehung explizit berechnen kann, wenn man die dquivarianten
lokalen Systeme wie im vorigen Abschnitt durch Charaktere der Grup-
pen Ap gegeben hat.

DEFINITION 3.24. Sei s eine einfache Spiegelung, Ps die zugehorige
Parabolische, (O,),e; eine s-Nachbarschaft von Bahnen, X = U,¢;0,
die Vereinigung, und seien t,: O, — X die Inklusionen. Sei 7y ein
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dquivariantes lokales System auf X, und sei vy, := ¢}y die Einschrin-
kungen von 4 auf die Bahn O, firv e I.
(a) Eine s-Nachbarschaft in D ist eine Menge der Form

{00, [V el}.

(b) Wenn O, die grofie Bahn ist, heifle 0o, -, grofer s-Nachbar
dieser Nachbarschaft.

(c) Wenn 6,6 € D,§ # & in einer s-Nachbarschaft liegen und
0" der grofie Nachbar dieser Nachbarschaft ist, schreiben wir
b —— ¢

Bemerkung: Fiir festes s bilden die s-Nachbarschaften der Bah-
nen eine disjunkte Zerlegung der Menge aller Bahnen. Dies ist bei den
dquivarianten lokalen Systemen nicht der Fall: Ein lokales System kann
sowohl in mehreren als auch in gar keiner s-Nachbarschaft liegen.

Wie man Nachbarschaften bei dquivarianten lokalen Systemen be-
rechnet, wird in [RS93], §7 beschrieben. (Dort heiflen sie allerdings
nicht so.) Im Rest des Abschnitts geben wir von dieser Beschreibung
so viel wieder, wie wir benotigen werden.

Sei s € S eine einfache Spiegelung und a € II die zugehorige
einfache Wurzel. Sei O € V grof} in seiner s-Nachbarschaft, und sei
a = ¢(0') € Z. Wenn nicht der Fall Kg = Gg; vorliegt, sei aufler-
dem O ein kleiner s-Nachbar von O" und a := ¢(O). Wir machen eine
Fallunterscheidung danach, wie die Nachbarschaft O’P, aussieht.

Fall Kg = Gg;: Jedes dor,, (mit x € I'or) bildet fiir sich allein eine
s-Nachbarschaft {0o , }.

Fall Kg; =& Bsi: Wir haben einen Isomorphismus
Ta - Ta’ = Tsas
t — s(t),

(5)

der einen Isomorphismus A, = A, induziert. Der wiederum induziert
einen Isomorphismus der Charaktergruppen I'yy —> [',. Die Nach-
barschaften von &quivarianten lokalen Systemen sind von der Form
{00,007 '}, wobei x das Bild von x’ unter diesem Isomorphismus ist.

Félle Kg, = Ts, und Kgy = N(Ts;): Wir wollen 'y mit I, in Bezie-
hung setzen. Das geht in zwei Schritten:

1. Definiere Thgite := T N ker(a) und Angiste = Thitte/Tificre- AUS
a reell beziiglich o’ folgt (nach kurzer Rechnung) «o(7,/) C {£1}. Also
ist Typiie = TC?,, und die Abbildung p1: Anitte — Ao ist eine Inklu-
sion. Damit haben wir eine Einschriankungsabbildung von I'y,s in die
Charaktere I'yiitte VoI Anitte.

Der Grad (Ay : Amitte) kann 1 oder 2 sein (je nachdem, ob «(Ty/) =
{1} oder {£1} ist); diese Fille entsprechen den moglichen Gruppen
KSti
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LEMMA 3.25 ([RS93], 7.24). Ks; = Ty & Amite = Aw (&
a(Ty) = {1}).

2. Man rechnet nach, dass Tyiite C T, ist. Das liefert eine Abbildung
p2: Amiite —> Aq.

Aus « reell beziiglich o' folgt, dass «¥(—1) in T,/ liegt. Damit hat
man eine (ein- oder zweielementige) Untergruppe

n(a) :=a"(£1)- T C Ay .
Wegen (o, ) = 2 gilt sogar n(a”) C Apitte- In [RS93] wird gezeigt:

LemMA 3.26 (Vgl. [RS93], 7.2.3). Man hat eine kurze exakte Se-
quenz

77(04\/) — AMitte ia’ Aa .

Mit Schritt 1 und 2 zusammen bekommen wir jetzt aus jedem Cha-
rakter x' € Ty, der auf n(«a") verschwindet, einen Charakter y € T',.
Im Fall Kg = N(7%) sind die s-Nachbarschaften Mengen der Form
{00,060 }. Im Fall Kg = Tg gibt es zwei kleine Bahnen O; und
s, und s-Nachbarschaften sind Mengen der Form {00, , 90, v, 007y }-
Wenn ein Charakter ' € 'y nicht auf n(a") verschwindet, liegt er in
gar keiner s-Nachbarschaft.

Bemerkung: Tm Fall Kg = N(Ts;) liegt jedes lokale System auf
der kleinen Bahn in zwei s-Nachbarschaften, da bei der Einschriankung
v — Twitte je zwei Charaktere auf einen abgebildet werden. Im Fall
Kgi = Ty liegt jedes lokale System auf der einer Bahn nur in einer s-
Nachbarschaft.

3.12 Die Operation der Hecke-Algebra H

Jetzt haben wir alles zusammen, um die Operation der Hecke-Al-
gebra ‘H auf M zu definieren. Zur Erinnerung: H ist eine Z[q,q ']
Algebra und wird von Elementen T fiir alle einfachen Spiegelungen
s € S erzeugt. (Zur Definition siehe z. B. [LV83].) Es reicht also, die
Operation der Elemente T, auf M anzugeben. Fiir unsere Zwecke ist
es noch praktischer, statt der T die

Cy=T,+1
zu betrachten.
Notation: Fiir s; € S (j € {1,...,n —1,x}) sei C; := C,.

Die , richtige“ Definition von C;dp , sieht in etwa so aus (vgl. [LV83],
Lemma 3.3): Sei F die Ausdehnung von 7 auf G/B durch 0, d.h. fiir
die Inklusion ¢t: O — G/B sei F = uy. Sei Py die Parabolische zu
s, und sei m: G/B —> G/Ps die Projektion. Betrachte die Jordan-
Holder-Reihe von HP(7*Rm, JF) fir p € Z; sie besteht aus Garben der
Form ¢ fiir gewisse dquivariante lokale Systeme +" auf Bahnen O’ mit



3.13 DIE BASIS Dyt IM FALL SOz, 37

V: O —> G/B. Csd0., soll nun die Summe all dieser ¢*dor ./, sein,
und das auch noch alternierend fiir alle p aufsummiert. Dabei soll der
Faktor ¢ eigentlich angeben, wie der Frobenius operiert. In Charakte-
ristik Null muss man statt dessen mit der gemischten Hodge-Struktur
von Saito arbeiten.

Es folgt eine andere, dquivalente Definition, der man weniger an-
sieht, aber mit der man leichter rechnen kann:

DEFINITION 3.27 (vgl. [RS93], 7.3). Sei s € S eine einfache Spie-
gelung und 6 € D. Wir definieren Cs0 in Abhdngigkeit davon, ob die
Bahn von § klein oder grof8 in ihrer s-Nachbarschaft ist.

(a) Falls die Bahn von § klein ist: § kann in einer oder in zwei
s-Nachbarschaften liegen. Sei(en) {0;; |1 <i <I} firj =1
(bzw. j =1,2) diese s-Nachbarschaft(en). Definiere

Cob =Y bij.
2%

(b) Falls die Bahn von & grof§ ist: Wenn 6 in keiner s-Nachbar-
schaft liegt, definiere

C,0:=0.

Ansonsten sei {9; | 1 <i <1} die s-Nachbarschaft von 6. De-
finiere Cs0 so, dass die folgende Formel gilt:

ZCséi:(q—l—l)Zdi.

(Das ist eine sinnvolle Definition, da auf der linken Seite 6 der
einzige grofse Summand ist und wir Cs0; fiir 6; klein bereits in
(a) definiert haben.)

Bemerkung: Wenn man die Nachbarschaften in D als Graph dar-
stellt (Elemente, die in einer gemeinsamen Nachbarschaft liegen, wer-
den durch eine Kante verbunden), liegen alle Summanden von Cyd in
derselben Zusammenhangskomponente wie §. Daraus folgt, dass diese
Zusammenhangskomponenten eine Zerlegung von M in direkte Sum-
manden liefern. Die niitzlichen Elemente von D, die wir in den folgen-
den Abschnitten auswiahlen werden, werden in diesem Sinne nicht mit
dem Rest von D zusammenhéngen.

3.13 Die Basis D,;, im Fall SO,

Wir wihlen nun auf jeder der Bahnen O; (1 < i < n) zwei dqui-
variante lokale Systeme vi; aus, indem wir zwei Charaktere von Ap,
angeben. Diese dquivariante lokale Systeme liefern dann die niitzlichen
Basiselemente D, 4, fiir unseren Hecke-Modul M, ,. Erst mal ein paar
Notationen:
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Notation: Sei T; :=T,, = {t € T | a;(t) =t}, A; :== A,, = T;/T7,
und sei I'; :=I',, die Menge der Charaktere von A;. Fiir Toruselemente
t € T fithren wir die Notation [ty,...,t,| :=e1(t1) - - - en(t,) ein.

Wir erinnern uns an die Definition der a; und daran, wie solche
Elemente auf dem Torus operieren:

aifti, ..o to] = [0 ottt ]
Das liefert:
T, — {H:l,...,il,f,il,...,ilj}
Ap = {1} o {1 x {1} x {1} x o x {1}

Ein Charakter y € I'; wird festgelegt durch die Bilder der Elemente
(1,...,1,=1,1,...,1) € A, filr j #1.
j

Notation: Wir schreiben einen Charakter x € I'; als Tupel
(bl, Ce 7b7j—17 L bi—i—la ey bn)
mit b; = x(1,...,1,=1,1,...,1) fir j # 4.
J

Die niitzlichen Charaktere sind in dieser Notation die folgenden:
xi.=(1,-1,1,....,£1,¢ F1,...) €[}
X—i=(=1,1,—1,...,Fl,e¢ £1,...)€T;.

Man beachte, dass die Vorzeichen vor und nach dem e verschieden sind.
Um vorzugreifen: Dass sich die y; nur darin unterscheiden, wo der , e“
ist, wird dazu fiihren, dass die y; untereinander benachbart sind. Dass
die Vorzeichen sich abwechseln, wird seminiitzliche Nachbarschaften
verhindern.

Daraus ergibt sich jetzt die niitzliche Basis:

DEFINITION 3.28. (a) Firie{l,...,n,—1,...,—n} seiy;
das dquivariante lokale System auf Oy, das zu x; gehort und
0; =00y, » € D das zugehirige Basiselement.

(b) SeiDyity :=1{0; |1 € {1,...,n,—1,...,—n}} C D die niitz-
liche Basis.

3.14 Die Operation von H auf M,;, im Fall SO,,

DEFINITION 3.29. Das Erzeugnis My, = (DnﬁtZ>Z[q7q_1] sei der
niitzliche Z[q, ¢~ ']-Untermodul von M.

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass M, ein H-Untermodul von
M ist, und wir berechnen die Operation von H auf M.

Notation: C; := C,, fiir j € {1,...,n —1,%}.
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Die Operation der C auf den d; ergibt sich aus den Nachbarschafts—

verhéltnissen. Zunéchst die niitzlichen: Die Nachbarschaft O;
O, fir 1 <i <n —1 liefert nach (5) (Abschnitt 3.11) einen Isomor-
phismus

T, — T
[tly'--ath — S'iI_tla"- J - I_t17" i— 17tz+17tzatz+27"'7th7

und damit einen Isomorphismus I';,; —> TI7, bei dem einfach nur
der ,,e“ verschoben wird. Daraus ergeben sich die s;-Nachbarschaften
{6;,0:11} und {5_1,5 (i41) } firl <i<n-— 1 Analog erhilt man die
s,-Nachbarschaften {d,_1,0,} und {5_(n 1 } Fiir die Operation
der C; ergibt sich nach Definition 3.27

Cidxi = 0 + 0 (i) firl<i<n-—1
Cidt(iy1) = q(64; + 5i(i+1)) firl<i<n-1
C*5i(n—1) = 5:i:(n—l) + 5:tn

Cibin = q(0x(n-1) + 0+n) -

Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass die seminiitzlichen Nachbarschaf-
ten der Bahnen keine Nachbarschaften zwischen Elementen von Dy,

und D \ Dy, liefern. In 7 sind die seminiitzlichen Nachbarschaften

50 > a; (fir i # 7,7+ 1 falls j # *und i # n — 1,n falls j = *).
Wir sind im Fall Kg; = N(Ts;) oder K = Ts;, und O; ist die grofle
Bahn. Nach Abschnitt 3.11 wollen wir zeigen, dass die Charaktere x;
auf n(a)) = o/ (£1)T; nicht verschwinden.

Wir haben:

al(=1)=11,...,1,-1,-1,1,...,1] firl<j<n-—1,
j g+l

ol (=1)=11,...,1,-1,-1].

Einsetzen liefert (fiir i und j wie oben): x+;(af(—1)) = —1. Damit hat
04; keine s;-Nachbarn, und wir haben

Cjéii - 0 .

Es gibt also iiberhaupt keine Nachbarschaften zwischen Elementen aus
Dhiitz und D N Dy, und Moy, ist (nach der Bemerkung am Ende von
Abschnitt 3.12) wie behauptet ein H-Untermodul von M.

Bemerkung: M, zerfillt selbst nochmal in eine direkte Summe aus
zwel isomorphen Summanden: Myue,, = (01,...,0,) und Myuy,_ =

T Y
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3.15 Die Basis D, , im Fall SP,,

Im SOy,-Fall haben wir auf jeder Bahn zwei niitzliche Charaktere
gewahlt. Im SP,,-Fall werden wir nur jeweils einen wéhlen; dafiir liefern
hier die meisten Charaktere zwei niitzliche dquivariante lokale Systeme:
eines auf O; und eines auf O_;. Wieder zunéchst ein paar Notationen:

Notation: Fir i € {1,...,n,00} sei T; :=T,, = {t € T | a;(t) = t},
A; == A,, = T;/T? und T; := T,, die Menge der Charaktere von A;.
Fiir Toruselemente benutzen wir weiterhin die Notation [tq,...,t,] :=
€1<t1) L en(tn)

Wir berechnen:

=t ottt fir1<i<on

ai(tl,...,tn ;
to] = [t7%, ...t

aoo(tl,..., n

Tow=A{[£1,...,£1]}
A 2 {1} x oo x {1} x {1} x {£1} x -+ x {1}
firl1<i<n
Ao Z{£1} x -+ x {1} .
In Abschnitt 3.9 hatten wir die Untersuchung, ob die s,-Nachbar-

schaft von O, ein Ty~ oder ein N(Tg; )-Fall ist, auf spéter aufgeschoben.
Jetzt konnen wir das mit Hilfe von Lemma 3.25 nachholen:

LEMMA 3.30. Die s,-Nachbarschaft von Oy ist ein Tsi-Fall.

Beweis: Zu zeigen ist nach Lemma 3.25, dass a,(T) = {1} ist.
Dies ist der Fall, da a, = 2¢,, ist. O

Gut, zuriick zu den Charakteren: Ein Charakter von A; wird fest-
gelegt durch die Bilder der Elemente

(1,...,1,-1,1,...,1) € 4

Rt )

J

fiir 7 # 4, falls 1 <4 < n ist, und durch die Bilder all dieser Elemente,
falls @ = oo ist.

Notation: Wie im SOs,-Fall schreiben wir einen Charakter y € I';
als Tupel der Bilder x(1,...,1,-1,1,...,1) fiir 1 < j < n, wobei wir,
j

falls i # oo ist, an Stelle ¢ ein ,,@“ schreiben.
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Die niitzlichen Charaktere sehen im SP,,-Fall dhnlich aus wie im
SOq,-Fall; allerdings miissen wir etwas genauer auf die Vorzeichen ach-
ten:

Xi = ((_1)71717 (_1)n72> SR <_1)n7i+17 °, (_1)nii> HR) <_1)27 (_1)1>
firl1 <i<n,
Xoo = <<_1)n_17 (_1>n_27 ) (_1)1a <_1)0) :

Auch hier ist das Vorzeichen vor und nach dem e verschieden. Dies-
mal ist es auBlerdem wichtig, dass die Charaktere mit dem richtigen
Vorzeichen enden.

Jetzt konnen wir wieder die niitzliche Basis angeben:

DEFINITION 3.31. (a) Fir1l < i < n seiy; bzw. v_; das
daquivariante lokale System auf O; bzw. O_;, das zu x; gehort.
Voo S€ das dquivariante lokale System zu Yoo auf Ou. Seien
0i 1= 00, xi» 0—i = 00_,x; UNd 0o 1= 00 .. die zugehdrigen
Basiselemente.
(b) Sei Dy, == {0 |1 €{1,...,n,—1,...,—n,00}} C D die
niitzliche Basis.

3.16 Die Operation von H auf M,;, im Fall SP,,

DEFINITION 3.32. Das Erzeugnis My, = <DnﬁtZ>Z[q7q,1] sei der
niitzliche Z|[q, ¢~ ']-Untermodul von M.

Wie im SO,,-Fall zeigen wir wieder, dass My, ein H-Untermodul
von M ist und berechnen die Operation von H auf M.

Notation: C; := Cy, fiir j € {1,...,n —1,%}.

Mit der gleichen Rechnung wie im SOs,-Fall erhalten wir s;-Nach-
barschaften {d;,d;+1} und {6,1,6,(”1)} fir 1 <i¢<n-—1. Jetzt un-
tersuchen wie die s,-Nachbarschaft von y... Dazu verwenden wir die
Notationen aus Abschnitt 3.11. Wir haben schon im vorigen Abschnitt
gesehen, dass o, (Ty) = {1} ist; also ist Thrite = Too N keray, = Ti.
AuBlerdem ist

n(a)) =) (£DTL = (1,...,1,£1).

Da xo auf 1 endet, ist xoo(n())) = {1}, d.h. ys hat kleine Nach-
barn. Anwenden der Abbildungen aus Abschnitt 3.11 liefert als Charak-
ter der kleinen Nachbarn genau y,; wir haben also die Nachbarschaft

{0n, 0-n, 0o}
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Fiir die Operation der C; bedeutet das:

Cidti = 04 + Ot (i41) firl1<i<n-—-1
Cibt(iv1) = q(0i + 04641)) fir1 <i<n-—1

C*(S:I:TL - 57’), + 6—n + 600

Ciloo = q(0p + 60— + doo) -

Bleibt wieder zu zeigen, dass die seminiitzlichen Nachbarschaften
der Bahnen keine Nachbarschaften auf den Charakteren liefern. Fiir die
s;j-Nachbarschaften mit 1 < j < mn — 1 geht das genauso wie im SOgqy,-
Fall (auch bei d4,). Fiir die s,-Nachbarschaften setzt man o) (—1) =
[1,...,1,—1] in x; ein fiir 1 <i <n — 1. Da diese Charaktere auf —1
enden, ist y;(n(e))) = xi(a)(£1)T;) = {£1}. d1; liegt also in keiner
s,-Nachbarschaft, und wir haben

Ciéri =0 firl1<i<mn-—1.

Wieder ist gezeigt, dass M, ein ‘H-Untermodul von M ist.

3.17 Langen und die Bruhat-Ordnung

Auf D wird in [LV83] eine Léngenfunktion [ und eine Ordnung <,
die Bruhat-Ordnung, definiert. Zum Abschluss dieses Kapitels berech-
nen wir diese auf Dy, (fiir SOy, und fiir SPs, gleichzeitig).

DEFINITION 3.33 ([LV83], Def. 1.1). Fiir 6o~ € D seil(00p,) :=
dim@ 0.

Sei Iy := (1) — 1. Da sich innerhalb einer Nachbarschaft die Dimen-
sionen der kleinen und der groffen Bahnen um genau eins unterscheiden,
gilt sowohl im SOy,- als auch im SPy,-Fall [(d+;) = [+ fiir 1 <1i < n,
und im SPy,-Fall gilt zusétzlich {(0s) = lo + 1 + 1. Mehr miissen wir
iiber die Lénge nicht wissen.

DEFINITION 3.34 ([LV83], Def. 1.8). Die Bruhat-Ordnung < auf
D sei die kleinste Ordnung, fir die gilt:
(a) Wenn s € S und 6,8 € D mit 6 —— &' ist, gilt 6 < ¢'.
(b) Wenn s € S ist und 6,8',7v,7 € D mit § —— §, v ——
~ und v < 0, gilt v < .

Im SOg,-Fall erhalten wir ¢; < ¢§; und 0_; < d_; fiir 1 <¢ <j <n.
Im SP,,-Fall erhalten wir dasselbe und auflerdem noch §; < 4 fiir alle
1. Elemente von D, und D ~\ Dy, sind unvergleichbar.



KAPITEL 4

Berechnung der intermediiren Erweiterungen

Wir sind weiterhin an den perversen Garben auf K —> G/ B inter-
essiert, wobei G = SO,,, oder G = SP,,, ist, B C G eine Borelsche und
K = K(y) C G die Untergruppe, die in Kapitel 2 definiert wurde. Im
vorigen Kapitel wurde zu dieser Situation ein Modul M der Hecke-Alge-
bra ‘H zu G definiert und ein Untermodul M, ausgewéahlt und explizit
konstruiert. Die Elemente dp 5 € Dy, der Basis von M4, entsprechen
den dquivarianten lokalen Systemen - auf Bahnen von K —> G/B,
die wir zu einfachen perversen Garben ausdehnen wollen, um daraus
den niitzlichen Teil der geometrischen Ext-Algebra zu erhalten.

DEFINITION 4.1. (a) Fir § = dp, € D und die Inklusion
t: O < G/B der Bahn sei L5 := u.y[dime O] die einfa-
che perverse Garbe, die man durch Ausdehnen und geeignetes
Shiften von ~ erhilt.

(b) Fiir 0, € Dyt (mit k = £1,...,£n im SOqy,-Fall bzw.
k==1,...,+n,00 im SOq,-Fall) sei Ly, := L, eine niitzliche
einfache perverse Garbe.

(¢) Luiw, = Dsep,,,, Lo sei die direkte Summe all dieser niitz-
lichen einfachen perversen Garben.

(d) Wir bezeichnen die perverse Garben Ls und Ls als benach-
bart, wenn & und 0’ benachbart sind.

In diesem Kapitel wenden wir die Methoden aus [LV83| an, um
mit Hilfe des H-Moduls M,, diese intermedidren Ausdehnungen Ly
zu analysieren. Als Ergebnis erhélt man, welche einfachen (normalen)
dquivarianten Garben in den Jordan-Hélder-Reihen der Kohomologien
H?(L}) vorkommen.

Vorgehensweise: In Theorem 1.10 von [LV83] wird eine Involuti-
on D: M — M definiert, die geometrisch der Verdier-Dualitét ent-
spricht; diese Involution konstruieren wir auf M, in den Abschnitten
4.1 und 4.2 (fir den SOg,- bzw. SPy,-Fall).

Theorem 1.11 von [LV83| liefert dann eine neue Z[q, ¢ '|-Basis
(Xs)sep von M, die (bis auf einen ¢-Shift) D-invariant ist; wir berech-
nen diese Basis fiir M, in Abschnitt 4.3. Bis auf einen Shift entspricht
As der einfachen perversen Garbe Ls, da auch diese perversen Garben
gerade dadurch charakterisiert sind, dass sie unter der Verdier-Dualit&t
invariant sind (Details siehe [LV83]).

43
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In Abschnitt 4.4 ziehen wir (unter Verwendung von [LV83], Theo-
rem 1.12) aus all dem Schliisse tiber L£5: Wir kénnen zeigen, dass viele
Homomorphismen zwischen einfachen perversen Garben verschwinden,
und insbesondere zeigen wir Theorem 1.4 (a): End} (Lpit,) ist ein di-
rekter Summand von End} (Lape)-

4.1 Die Dualisierungsabbildung D im Fall SO,

SATZ 4.2 (|[LV83], Theorem 1.10). Es gibt genau eine Z-lineare
Abbildung D: M —> M, die folgende Figenschaften erfiillt:
(a) D ist mit der iblichen Dualitit auf H vertrdglich, d. h.

(6) D(qm) = ¢ 'D(m) firme M und
(7) D(Cym) = ¢ *CsD(m) firme M,s € S.
(b) Es gibt Polynome Ry 5 € Z[q] (',0 € D), so dass gilt:
(8) D) =q "5 + Z Ry 50') .
0'<6

Der Grad eines so erhaltenen Polynoms R s ist hochstens 1(6) — ().

Wir berechnen D auf unserem Untermodul M,,. Zur Erinnerung:
Unsere Z|q, ¢~ ']-Basis von My, ist Duiy, = {041, .., 04, ), und die
Lange 1(64x) ist ly + k fiir ein festes [y (das man leicht ausrechnen
konnte, das uns aber nicht interessiert).

(8) liefert fiir &;

(9) D(61) = q 74
Seinun 1 <k <n —1. Dann haben wir
D(0r + Op41) = D(Cy6y)
2 g1 CD(o)
© k—1
= q_le (q_lo_k(ék + Z Rjﬁ(%)) .
j=1

Da Cid; = 0 fiir j < k ist, verschwindet die ganze Summe, und es
bleibt:

(10) D((Sk -+ 6k+1) = q_lo_k_le(Sk = q_lo_k_l(ék + 5k+1> .

Genau die gleiche Rechnung ergibt sich fiir 6_; und 0_; + d_(41).
Wenn man mochte, kann man damit D induktiv berechnen. Da

kommt allerdings eine héssliche Summe heraus, und uns werden sowie-

so die Formeln geniigen, die wir jetzt schon haben; also lassen wir’s

bleiben.
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4.2 Die Dualisierungsabbildung D im Fall SP,,

Erinnerung: Unsere Basis von M, ist in diesem Fall Dy, =
{041,...,04n, 000} und die Léangen sind {(61x) = lp + k und () =
lo +n + 1, wieder fiir ein festes [j.

Wie im SOs,-Fall erhalten wir

(11) D(6:1) = ¢ 104y
(12) D0k + 0xhp1) = ¢ " 0k + Fxht1)) -
Bleibt eine Sonderbehandlung fiir die s,-Nachbarschaft bei d.:

D6y + 0_p + o) = D(C0,,)
)

= q_lc’*D(én)
n—1

@ q_lc* <q—lo—n(5n + Z Rj7k5j)) .
j=1

Da C,6; = 0 fiir 1 < j < n — 1 ist, verschwindet wieder die Summe,
und es bleibt:

(13) D(6p +0_p +000) =q 0 1C0, = ¢ 10, 4+ 6_p + 0s0) -

Auch diese Formeln geniigen uns wieder.

4.3 Die neue Basis (\s)sep,,
SaTz 4.3 ([LV83], Theorem 1.11). Zu jedem § € D gibt es genau
ein
As = ZP5',55' e M, Py s € Zlq],
§'<s

das folgende Figenschaften erfiillt:

(a) D(Xs) = gD,

(b) Pss = 1.

(c) Falls &' # 0 ist, ist Py s ein Polynom vom Grad hichstens

2(U(0) = 1(6") = 1).

Die Gleichungen (9) und (10) bzw. (11), (12) und (13) liefern gerade

Elemente Ay := )., die diese Bedingungen erfiillen: Man erhélt im
SOgn—Fall

(14) )\:i:l = (5:|:1

(15) /\:I:k = 5:|:k + 5i(k—1) fir 2 S k S n

und im SP,,-Fall dasselbe und zusétzlich

(16) Aoo = Ooo + 0p +0_,, .
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4.4 Folgerungen fiir die einfachen perversen Garben L

Sei O C G/B eine Bahn, t: O < G/B die Inklusion und v ein
dquivariantes lokales System auf O. Sei 0 := 0o, € D. Theorem 1.12
von [LV83] erklért, was genau man aus As iiber die intermedidre Aus-
dehnung ¢,y erfahren kann:

SATZ 4.4 ([LV83], Theorem 1.12). Sei 6 := 0o, € D, und sei
t: O — G/B die Inklusion. Dann gilt:
(a) HP(vy) = 0 fiir p ungerade.
(b) Sei aufierdem ' := dpry € D und ': O — G/B die
Inklusion. Dann ist

Pys=> [H*(u7) : 17"

p

Dabei sei [F : G| die Multiplizitat der einfachen (nicht-perver-
sen) dquivarianten Garbe G in der Jordan-Hélder-Reihe von

F.

Die Koeffizienten der Polynome Py ;5 geben also Multiplizitédten in
den Jordan-Holder-Reihen der Kohomologien an. Somit kann man aus
den Gleichungen (14), (15) und (16) ablesen, woraus die niitzlichen
einfachen perversen Garben bestehen. Unter anderem sehen wir, auf
welchen Bahnen sie leben: (Mit ,£ lebt auf X“ ist gemeint: Fiir die
Inklusion ¢: G/B X < G/B gilt: *£ =0.)

KOROLLAR 4.5. Set O € V eine niitzliche Bahn, v ein niitzliches
dquivariantes lokales System darauf und L die zugehorige niitzliche ein-
fache perverse Garbe (d. h. die intermedidre Ausdehnung von ). Wenn
O niitzliche kleine Nachbarn hat, lebt L auf O und auf diesen kleinen
Nachbarn; sonst lebt L nur auf O.

Daraus, dass die Jordan-Holder-Reihen der niitzlichen einfachen
perversen Garben so kurz sind, wollen wir auflerdem schlieffen, dass
viele Homomorphismengruppen verschwinden. Dazu dient der folgende
Satz, der eine Adaption von Theorem 3.4.1 aus [BGS96] an unsere
Situation und unsere Bediirfnisse ist:

SATZ 4.6. Seien § und 0" aus D so, dass As und \g keine gemein-
samen Summanden haben, d.h. fir alle 6" € D gilt Psvs5 = 0 oder
Pg//75/ = 0. Dann ist RHOIDK(,C(;,,C(;/) =0.

Da der Beweis noch zwei Lemmata erfordert, verschieben wir ihn in
den néchsten Abschnitt. Hier erst mal die Schlussfolgerungen: Anwen-
den dieses Satzes auf die niitzlichen einfachen perversen Garben (mit
den Gleichungen (14), (15) und (16)) liefert:
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KOROLLAR 4.7. Seien Ls und L zwei niitzliche einfache perverse
Garben. Wenn weder § —— &' noch §' —>— § fiir irgendein s € S
gilt, ist RHomg (Ls, Ls) = 0.

Bemerkung: Dieses Korollar besagt, dass jeder Endomorphismus
von Ly, schon ,,innerhalb einer Nachbarschaft lebt“. Das ist ein Grund
dafiir, dass wir End%(Lpu,) verhdltnisméBig leicht bestimmen kon-
nen: Endomorphismen innerhalb einzelner Nachbarschaften lassen sich
durch ,Hochinduzieren der Kg —o> Gg;/Bsi-Situation® bestimmen
(was wir im néchsten Kapitel tun werden), und dann muss man nur
noch alles zusammensetzen.

Eine weitere Schlussfolgerung aus Satz 4.6 ist:
KOROLLAR 4.8. Eine Zerlequng des H-Moduls M der Form
M= ED (D) gy fiir UDi =D
liefert auch eine entsprechende Zerleqgung der Algebra Endf (Lane):
End (Laie) = @D End5 (6P L) .
i 8eD;

Da M, ein direkter Summand von M ist, ist also End} (L) ein
direkter Summand von Endj (Lape); damit haben wir Theorem 1.4 (a
bewiesen.

Bemerkung: Da im SOs,-Fall M, selbst nochmal in zwei Sum-
manden zerféllt (siche Bemerkung am Ende von Abschnitt 3.14), zer-
fallt auch Endj (L) in diesem Fall nochmal:

End} (Loit,) Z Endy (L1 D - B L,) @Endy (LD ---DL,).

4.5 Homomorphismen verschwinden

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels beweisen wir Satz 4.6. Dazu
zeigen wir zunédchst zwei Lemmata. Das erste ist ein ganz allgemeines
iiber dquivariante derivierte Kategorien:

LEMMA 4.9. Sei G eine algebraische Gruppe, die auf einem Raum
X operiert, und sei U ein zusammenziehbarer Normalteiler von G, der
trivial auf X operiert. Dann hat man eine Aquivalenz von Kategorien

RGSGyg/UZ Dg/U(X) = Dg(X) .

Beweis: Sei EG das universelle Biindel iiber einem klassifizierenden
Raum zu G. Dann ist X x EG —> X eine azyklische Auflésung von
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G —> X im Sinne von [BL94]. Wir haben das folgende kommutative
Diagramm:
X Xa EG=—X Xa EG

q q

X x EG-% X xy EG
p P
X———X
G G/U

Die Abbildung a ist ein Faserbiindel, dessen Fasern U nach Vorausset-
zung zusammenziehbar sind, also ist sie azyklisch.

Wir wollen zwei Dinge zeigen: (a) p’ ist azyklisch. Daraus folgt,
dass D¢ /u(X) eine volle Unterkategorie von D(X x ¢ EG) ist. (b) Diese
Unterkategorie ist die gleiche wie Dg(X).

Zu (a): Sei F € D(X). Dann ist

Rp.p*F = Rp.Ra,a*p"F = Rp,p*F = F.
Ein Basiswechsel X —> X liefert
(X x BG) xx X — (X xy EG) xx X 2> X,
hier geht die Rechnung genauso durch.
Zu (b): Ein Objekt F € D(X xg EG) definiert genau dann ein
Objekt von Dg(X), wenn es ein Objekt G € D(X) gibt mit:

| |
a*p/*g a*q/*f'

Da a azyklisch ist, ist a* volltreu, also ist das dquivalent zu p*G = ¢"*F,
und das wiederum ist dquivalent dazu, dass F ein Objekt von D¢/ (X)
definiert. O

Im néchsten Lemma untersuchen wir die dquivariante derivierte
Kategorie auf einer einzelnen Bahn von K —> G/B:

LEMMA 4.10. Fiir eine Bahn O € V zerfdillt die derivierte Kategorie
Dk (O) in eine direkte Summe, bei der jedes dquivariante lokale System
auf O in einem eigenen Summanden liegt.

Beweis: In Abschnitt 3.10 hatten wir die dquivarianten lokalen Sy-
steme auf einer Bahn untersucht. Das schauen wir uns nochmal genau-
er an: Sei # € G wieder ein Reprisentant von O mit k(z) = 27 yx €
'N(T) und I, C K der Stabilisator von 2B € O. Wir hatten gesehen,
dass I, = (K, NU) x (K, NT) ist. Fiir die dquivariante derivierte
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Kategorie bedeutet das (unter Verwendung der induction equivalence
und von Lemma 4.9):

Dy (O) 2 Dy, (Pt) = Dy, (Pt)

K, N T ist eine diagonalisierbare komplexe algebraische Gruppe und
zerfillt deshalb in ein direktes Produkt (K, NT)° x Ap, wobei Ap =
(K.NT)/(K,NT)° die Komponentengruppe ist. Jetzt zerfillt die ganze
aquivariante derivierte Kategorie beziiglich der Operation von Ap. [

Damit kénnen wir endlich Satz 4.6 zeigen (d. h. zwischen einfachen
perversen Garben ohne gemeinsamen Summanden im Hecke-Modul M
gibt es keine Homomorphismen). In dem Beweis ist mit ,F kommt in
G vor“ gemeint: Die einfache Garbe F kommt in der Jordan-Hélder-
Reihe von HP?(G) vor fiir ein p € Z (in der Kategorie der normalen
dquivarianten Garben).

Beweis (von Satz 4.6): Wir zeigen allgemeiner die folgende Be-
hauptung: Sei eine Teilmenge X C G/B gegeben, die Vereinigung von
Bahnen ist. Seien auflerdem zwei einfache perverse Garben £ und L'
auf K —e> X gegeben, so dass fiir alle Bahnen ¢: O <~ X und alle
dquivarianten lokalen Systeme v auf O gilt: ¢,y kommt nicht sowohl in
L als auch in £ vor. Dann ist R Homg (L, L) = 0.

Die einfachen perversen Garben L5 und Ls aus dem Satz erfiillen
diese Bedingung (mit X = G/B), d.h. wenn wir diese Behauptung
gezeigt haben, sind wir fertig.

Wihle nun eine abgeschlossene Bahn F' C X. Sei U das Komple-
ment von F', und seien ¢: ¥ —> X und j: U — X die Inklusionen.

Wir haben ein ausgezeichnetes Dreieck

L — L — i L

Darauf RHompg (-, £") anwenden liefert

RHomg (jij*L, L") <— RHomg (L, L") < RHompg (iyi* L, L") RS
(17) I2 Iz
RHompg (5L, j* L") RHomg (i*L,i' L") .

Es reicht also, RHomg (5*L, j*£") = 0 und RHomg (i*L,i'L") = 0
7Zu zeigen.

RHomg (5L, j*L") = 0 erhalten wir durch Induktion iiber die An-
zahl der Bahnen von K —> X: 7*£ und j*£’ sind einfache dquivarian-
te perverse Garben auf U, die die Bedingung der Behauptung erfiillen.

Zu RHomg (* £, 4'L"): In i* £ kommen nur solche fiquivariante lokale
Systeme 0 vor, fiir die 4,0 in £ vorkommt. Wenn wir das entsprechende
auch fiir i'L’ gezeigt haben, sind wir fertig: Dann kommt (nach Vor-
aussetzung) kein dquivariantes lokales System sowohl in i*£ als auch
in #'£" vor; nach Lemma 4.10 folgt daraus RHomy (i*L,i'L) = 0.
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Zu i'L'": Da alle dquivarianten lokalen Systeme auf Bahnen von
K —e> X selbstdual sind, ist auch £’ selbstdual, also ist i'£/ = Di*L'.
Weil auf F' alle dquivarianten Garben lokalkonstant sind (und damit
insbesondere auch die H?(i*L")), gilt

HP(Di*L') = HP (i* L)Y := Hom g (H? (i* L"), orp)
mit p' ;== —p — dimp F.

Die Jordan-Holder-Reihe von H” (i*£')" besteht aus den dualen 6V
der dquivarianten lokalen Systeme 4, die in H? (i*£’) vorkommen (auch
wegen der Lokalkonstantheit); die § sind aber selbstdual. Also haben
wir jetzt: In i'£’ kommen dieselben dquivarianten lokalen Systeme wie
in ¢*£’ vor, und da wiederum kommen nur die ¢ vor, fiir die 4,6 in £’
vorkommt. 0



KAPITEL 5

Die Ext-Algebra einer Nachbarschaft

5.1 Ziel des Kapitels

In diesem Kapitel kiimmern wir uns um die letzte Zutat, die wir zur
Konstruktion der geometrischen Ext-Algebra Endj (Lyu,) auf K —e>
G /B benétigen: die Homomorphismen zwischen benachbarten einfa-
chen perversen Garben. Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des folgen-
den Satzes:

SATZ 5.1. Sei N die direkte Summe aller einfachen perversen Gar-
ben einer niitzlichen Nachbarschaft. Sei X die Vereinigung entsprechen-
den Bahnen, und seiv: X — G/B die Inklusion. Dann ist die Endo-
morphismen-Algebra Endy (:*N) — in Abhingigkeit von der Nachbar-
schaftsart — das Folgende:

(a) Fall KSt BSt

a
Endi(VN)=e  “e)c | ca=bc=0.
b

Der linke Punkt entspricht dem kleinen Nachbarn, der rechte
Punkt dem grofien.
(b) Fa” KSt = TSt"

ay a_
Endj (VN)=e " e e |

by b

b+a_ = b_a+ =0.

Die dufSeren Punkte entsprechen den kleinen Nachbarn, der
mittlere dem groffen.
Alle Pfeile haben Grad 1.

Beim folgenden Beweis wird die meiste Arbeit auf zwei Lemmata
verschoben, die in den spéteren Abschnitten dieses Kapitels bewiesen
werden.

Beweis: Die Idee ist, zunédchst auf Kg; —e> G/ Bsy die Endomor-
phismen-Algebra einer geeigneten perversen Garbe zu berechnen und
das dann hochzuziehen (so wie wir es in Abschnitt 3.4 schon mit Bah-
nen getan haben). Dazu definieren wir zunéchst eine Notation fiir die
direkte Summe aller perversen Garben einer Nachbarschaft:

51
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DEFINITION 5.2. Sei K eine Gruppe, die auf einem Raum X mit
endlich vielen Bahnen O,, v € I operiert. (X wird spdter die Vereini-
gung aller Bahnen einer Nachbarschaft sein.) Die i,: O, —> X seien
die Inklusionen dieser Bahnen.

Fiir ein daquivariantes lokales System v auf X definiere die zugehori-
ge perverse Nachbarschaft

N(W) = @ZV'*Ziﬁ[dlmC Ou] ’

vel

d. h. die direkte Summe aller einfachen perversen Garben aus der Nach-
barschaft, die von 7 im Sinne von Definition 3.24 induziert wird. (De-
finition 3.24 ist die Definition der Nachbarschaft von dquivarianten
lokalen Systemen.)

Jetzt machen wir uns klar, dass das, was wir berechnen wollen, die
Endomorphismen einer perversen Nachbarschaft in diesem Sinne sind.
Gegeben ist die direkte Summe N aller perversen Garben einer Nach-
barschaft. Diese Nachbarschaft wird (nach Definition 3.24) durch ein
dquivariantes lokales System 7 auf der Vereinigung X der zugehorigen
Bahnen gegeben. Seien O, und i, wie in Definition 5.2 (fiir dieses X
und unser iibliches K). AuBerdem sei ¢c: X <~ G/B die Inklusion.
Dann ist

CN =0 @P(oi)nizy[dim 0,] = @ inis[dim 0,] = N(7).
Gesucht ist also Endj (¢*N) = Endj (N (7)).

Die perverse Garbe auf Kg; —e> Gs;/Bst, deren Endomorphismen
wir berechnen und dann hochziehen wollen, ist N (%s;), wobei 7s; die
konstante Garbe auf Gg;/Bs; ist. Wir werden zeigen:

LEMMA 5.3. Sei s, die konstante Garbe auf Kgy —> Gsy/Bst-
Die Endomorphismen von N (7s;) sind — in Abhingigkeit von Kg; —
das Folgende:

(CL) Fall KSt = BSt-'

Endy (N(Jst) e | ca=bc=0.

e
b
Der linke Punkt entspricht dem kleinen Nachbarn, der rechte
Punkt dem grofsen.
(b) Fall KSt = TSt-'

ay a_
Endy (N (7st)) = @ C ° C e | bia_=ba,=0.
b b

Die dufSeren Punkte entsprechen den kleinen Nachbarn, der
mittlere dem groffen.
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Offenbar ist Endj (N (7st)) genau die Algebra, die wir gerne fiir
End} (N (%)) hétten. Der zu zeigende Satz folgt jetzt also aus dem
folgenden Lemma:

LEMMA 5.4. Sei X die Vereinigung aller Bahnen einer niitzlichen
Nachbarschaft, und sei 7 ein dquivariantes lokales System auf X. Sei
st die konstante Garbe auf Kgy —o> Gsi/Bsy. Dann gilt:

Endje, (M(Jst)) = Endj (MV(7)) -
O

Bemerkung: Fiir beliebige Bahn-Nachbarschaften X ist Lemma 5.4
im Allgemeinen falsch: Auf den meisten Bahnen operiert ein zu grofler
Teil eines Torus’ von K trivial; das fithrt dazu, dass die Endomorphis-
men in Dg(G/B) komplizierter werden als die in D g, (Gst/Bst).

Der Rest des Kapitels ist folgendermaflen aufgebaut: In den beiden
folgenden Abschnitten berechnen wir Endj., (N (7s;)) im Fall Kg; = T,
und im Fall Kg; = Bgi; damit haben wir dann Lemma 5.3 gezeigt. In
Abschnitt 5.4 zeigen wir Lemma 5.4; dabei wird ein weiteres Lemma
verwendet, dessen Beweis auf Abschnitt 5.5 verschoben wird.

5.2 Die Ext-Algebra bei Ty, —=> Gg;/Bs;

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Endomorphismen-Algebra
von N (7s;), wobel 7s; die konstante Garbe auf T, —> Gg;/Bs; ist.
Wir haben Gg;/Bs; & P!'C =: X und Tg, & C*.

Beweis (Lemma 5.3 (b)): Es gibt drei Bahnen: P := {cc0}, P’ :=
{0} und O := C* (,P“ wie ,Punkt“, ,O“ wie ,offen*). Seien i, i’
und j die Inklusionen der Bahnen in P'C. Die konstanten Garben auf
diesen Bahnen liefern (durch intermediéire Ausdehnung) die folgenden
einfachen perversen Garben:

L:'p = i*@’p
Ep/ = i;(Dfp/
ﬁ@ = (Dx[l] .

Gesucht ist Endg« (N (Ys)) = Endgx (Lp @ Lp ® Lo). Wir be-
rechnen der Reihe nach die Homg« zwischen den einzelnen Summan-
den. Bei den Endomorphismenridumen erhalten wir graduierte Alge-
bren, bei Homomorphismen zwischen verschiedenen Garben graduierte
Vektorrdume. Sei BC* := P>°C der klassifizierende Raum von C* und
EC* := C* das universelle Biindel dariiber.

Lpr O,Lp O : Wir haben Algebra-Isomorphismen

Endly (£p) = Endly (Cp) = He (P) = H(BCX) 2 Ct],

wobei ¢t Grad 2 hat (vgl. z. B. [BL94], 13.10). Entsprechend ist auch
Endg« (Lp/) = C[t].
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Lp <= Lp: Da P UP' in zwei Zusammenhangskomponenten
zerfillt, ist

HOIII(.EX (ﬁp, ﬁfp/) = HOHI(.DX (/:'p/, ﬁ'p) =0.

Lp < Lo — Lp: Wir haben folgende Isomorphismen von gra-
duierten Vektorrdumen:

Homg« (Lo, Lp) = Homgx (i* Lo, Cp) = Homg« (Cp[1], Cp)
= C[t][-1],
und entsprechend fiir Lp:.

Lp — Lo < Lp: Wir haben folgende Isomorphismen von gra-
duierten Vektorrdumen:

Hom$x (Lp, Lo) = Hom$y (Cp,i' Lo) = Homyx (Cp, Di*DLo)
= HOII]E]X (@p, D@p[l]) = HOII]E;X (@p, Cp[—l])
~ C[f][-1],
und entsprechend fiir Lp:.
Lo O : Esgilt Endgx (Lo) = Hex (X). Dies berechnen wir, indem
wir X = P!C mit zwei Kopien von C {iberdecken und die Mayer-

Vietoris-Sequenz anwenden.
Berechnung von Hg,. (C): Die Abbildung

C X % E(DX - {Pt} X% E(DX = BCX
ist eine Homotopiedquivalenz, also ist
Héx (@) = H.(C X % E@X) = H.(B(DX) = @[t] s

wieder mit ¢ vom Grad 2.

Der Schnitt der beiden Kopien von C, die P'C iiberdecken, ist
C*, und HE» (C*) = C (im Grad 0). Wir erhalten die lange exakte
Kohomologie-Sequenz

+1

(18) Hy« (P'C) — Cltj@ Cft] — C — .
Im Grad 0 sind die Abbildungen gegeben durch

1
¢4 ogc e
1

Also verschwindet die Randabbildung C ——> H&. (P'C), und (18)
wird zu einer kurzen exakten Sequenz. Hgx (P'C) — CJ[t] & C[t] ist
ein Algebren-Homomorphismus; wir erhalten also

End$« (Lo) & Hyx (P'C) 22 ker(C[t] @ C[t] —> C) = C[ty,t2)/(tita)

wieder mit ¢; und ¢, vom Grad 2.

)

Wir kennen jetzt alle einzelnen Homg, ; fehlt noch die Verkniipfung
zwischen Elementen verschiedener Homomorphismenraume. Wir wer-
den gleich zeigen, dass es Elemente a, € Homgx(Lp, Lo) und b, €
Homgx (Lo, Lp) gibt mit a b, # 0 (und entsprechend a_ und b_ fiir
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Lpr). In Endg« (Lo) folgt aus ayby # 0 schon (ayby)™ # 0; daraus
folgt letztendlich alles weitere fiir die Verkniipfungen, und als Ergebnis
erhélt man
ay a_
Endg«(N(Jst)) = “e“ e | bia_=b_ay=0.
Lp Lo Lo
by b 7
Jetzt also noch die versprochenen Elemente a, und by mit a, by #
0. Wir suchen a; € Homgx (i,Cp, Cx) und by € Homdx (Cx,i.Cp).
Aus den Paaren von adjungierten Funktoren (i,,4') und (i*,4,) er-
halten wir Abbildungen a, : i,i'Cx —> Cx und b, : Cx —> i,i*Cyx.
Wegen i,Cp = i,i*Cx = 4,i'Cx|[2] liegen diese Abbildungen in den
gewiinschten Homomorphismen-Raumen. Der Isomorphismus 7,:*C x &
i,i'Cx[2] ist jedoch nicht kanonisch; wir werden also einen solchen Iso-
morphismus auswéhlen, damit die Verkniipfung a, b, iiberhaupt Sinn
ergibt. Das geht durch Wahl von Orientierungen pp: :*Cx = Cp —>
orp und px: Cx —> orx. Wir erhalten als Verkniipfung a, b, in dem
Nachfolgenden Diagramm den Weg von Cyx nach unten, dann ganz

nach rechts und dann hoch zu Cx|[2]:
nx

Cx or 2] Cx[2]
lb+ ; a/T . v'( 71) a+T
1,7 Cx ) i orp = ivitorx 2] =X i ' Cx 2]

Um zu zeigen, dass diese lange Verkniipfung nicht 0 ist, hdngen wir
nochmal px hintendran und kommen bei orx[2] an; o’ kommt wieder
von der Adjungiertheit (i,,4'). Dies kann man auch so interpretieren: p
ist ein Element der Borel-Moore-Homologie H{™(P) = Hom®(Cp, orp),
und die Verkniipfung a’ o i,up o by ist das Bild davon in HZ™(X) =
Hom’(Cy,orx|[2]); dieses Bild ist nicht 0, da X kompakt ist.

U

5.3 Die Ext-Algebra bei Bg; —> Gg/Bsy

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Endomorphismen-Algebra
von N (7s;), wobei 7g; die konstante Garbe auf Bg, —e> Gg;/Bs; ist.
Wir fithren diesen Fall auf den Tg-Fall aus dem vorigen Abschnitt
zuriick. Dazu brauchen wir das folgende Lemma:

LEMMA 5.5. Sei G eine algebraische Gruppe und L C G eine Un-
tergruppe, so dass der Raum G /L zusammenziehbar ist. G operiere auf
einem Raum X. Dann ist Dg(X) vermittels Restriktion eine volle Un-
terkategorie von D (X).

Beweis: Sei EG das universelle Biindel iiber einem klassifizierenden
Raum zu G. Dann ist X x EG —> X eine azyklische Auflésung im
Sinne von [BL94] sowohl von G —e> X als auch von L —> X; also
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ist Dg(X) eine volle Unterkategorie von X X EG und Dp(X) eine
volle Unterkategorie von X xp EG.

X x; EG-% X xq EG
X x FGd=—=X x Ed

X=——————X

L———(

Die Abbildung a ist ein Faserbiindel mit Faser G/L. Da G/L zu-
sammenziehbar ist, ist a azyklisch, also ist a*: D(X xg EG) —
D(X x EG) volltreu. Man priift leicht nach, dass das Bild von Dg(X)
unter a* in Dy (X) landet. O

Zuriick zu den Endomorphismen von N (s):

Beweis (Lemma 5.3 (a)): Wir haben zwei Bahnen: P = {oo} und
O = C. Seien i und j die Inklusionen von P und O in P!C. Die
konstanten Garben auf diesen Bahnen liefern die perversen Garben
Ep = i*Cp
;C(Q = @]pl@[l] .
Wir kénnen Lemma 5.5 auf D, (P'C) und Dz, (P'C) anwenden, da
Bsi/Tsy = C zusammenziehbar ist. Damit erhalten wir

End;?m (./\/’(’751;)) = EIld.BSt (,Cp ) E@) = End'TSt (Ep ©® Eo) 3

und letzteres haben wir schon im vorigen Abschnitt berechnet. Wir
haben also:

a
Endy, (N (Yst)) = OP?;OQ ¢c | ca=bc=0.
(Die Abbildung, die hier ¢ heifit, ist die Verkniipfung a_b_ aus dem
vorigen Abschnitt.) O

5.4 Endomorphismen hochziehen

In diesem Abschnitt beweisen wir Lemma 5.4. Zur Erinnerung: Wir
haben eine niitzliche Nachbarschaft von Bahnen gegeben; die Vereini-
gung dieser Bahnen heifle X. Auflerdem haben wir ein dquivariantes
lokales System % auf X gegeben, das eine Nachbarschaft von dquivari-
anten lokalen Systemen definiert. Wir wollen zeigen, dass die Endomor-
phismen-Algebra End} (N (7)) der direkten Summe der zugehorigen



5.4 ENDOMORPHISMEN HOCHZIEHEN 57

einfachen perversen Garben isomorph zur entsprechenden Endomor-
phismen-Algebra Endj (N (7st)) auf Gsi/Bs; ist; hierbei sei g die
konstante Garbe auf G/ Bs.

Beweis (von Lemma 5.4): Sei s € S die einfache Spiegelung zu
der Nachbarschaft, die wir untersuchen wollen, o € Il die zugehorige
einfache Wurzel, und sei O € V die kleine Bahn aus dieser Nachbar-
schaft (bzw. eine der kleinen Bahnen im Kg; = Tg-Fall). Sei 2z € G
ein Représentant von O mit x(z) € "N(T) (vgl. Definition 3.22). Wir
erinnern uns an einige Definitionen aus den Abschnitten 3.4 und 3.10:

Erinnerung:
K,=z'Kz
P, = Parabolische Untergruppe zu s
U, = Unipotentes Radikal von P;
T,=kera CT
To= K, NT = {t €T | $(O)(t) = 1}
Ao =Tp/Ty .

Wir schauen uns nochmal an, wie in Abschnitt 3.4 eine Nachbar-
schaft von Bahnen auf den PGL2-Fall reduziert wurde. In dem folgen-
den Diagramm sind die einzelnen Schritte aufgefiihrt; aulerdem enthéalt
es zwei neue Zwischenschritte 4 und 5.

1. K KaP,/B= X

e 4

2. K, K,P,/B=K, xx,~p, P,/ B
3. K,NP,————P,/B

4. K2 :=(K,NP)/(K,nU,) —=>P,/B

5. KL :=(K,NP)/(K,NUT") —> P,/B

6. Ksi=(K,NPF;)/(K,NUTs) —> Ps/B= G/ Bss
Wir haben 7 auf X gegeben und wollen zeigen, dass End (N (%)) &
Endj (N (7st)) ist. Dazu werden wir 4 mit geeigneten Funktoren im
Diagramm herunterdriicken, und zwar so, dass sich die Endomorphis-
men der zugehorigen perversen Nachbarschaft nicht dndern.
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Genauer: Zu je zwei aufeinanderfolgenden Zeilen ¢ und ¢ + 1 wer-
den wir einen volltreuen Funktor F/ , von der unteren derivierten Ka-
tegorie in die obere angeben, dessen Bild 4; := (F/ H~'.. . (F)™%
enthélt. (Manche F/,; sind sogar Aquivalenzen von Kategorien.) All
diese Funktoren F;,, sind ,;schon® im folgenden Sinne:

(a) Sie kommutieren mit N (-): F/ (N (Fit1)) = N(Fli(Fis))
N (%;). Daraus folgt, dass die Endomorphismen-Algebren von N (%;
und N (%i41) gleich sind. Letztendlich erhalten wir Endj (N (%))
Endi,, (M (%))

(b) Alle %; werden lokalkonstante Garben auf dem ganzen Raum
sein. In Dy, (Ps/B) ist die einzige solche Garbe die konstante Garbe;

also ist 75 = 7s¢. Damit ist dann das Lemma gezeigt.

[

Und nun zu den einzelnen Funktoren:

Von Zeile 1 nach Zeile 2 wird nur mit x konjugiert; das liefert eine
Aquivalenz von Kategorien.

Von Zeile 2 nach Zeile 3 haben wir die induction equivalence.

Zwischen Zeile 3 und Zeile 4 liefert uns Lemma 4.9 eine Aquivalenz
von Kategorien. (Die Aussage von Lemma 4.9 war: Herausteilen eines
zusammenziehbaren Normalteilers, der trivial operiert — hier K, NU, —
dndert nichts an der dquivarianten derivierten Kategorie.)

Fiir den Ubergang von der 4. in die 5. Zeile brauchen wir das folgen-
de Lemma, dessen Beweis wir auf den néchsten Abschnitt verschieben:

LEMMA 5.6. K3, = K& x Ao (wobei die Surjektion K3, —> K.,
die sich aus dieser Isomorphie ergibt, dieselbe wie die aus Diagramm

(19) dst).

Da Ap = ker(K3, —> K§,) trivial auf P,/B operiert, folgt, dass
die derivierte Kategorie Dy (Fs/B) in eine direkte Summe zerféllt aus
lauter Komponenten, die équivalent sind zu Dy, (Ps/B). (Sie unter-
scheiden sich nur in der Operation von Ap.) Wir wihlen als Funktor
F5 diejenige Inklusion Dy (Ps/B) < Dz (Ps/B) aus, in deren Bild
Yy liegt.

Bleibt der Ubergang von der 5. in die 6. Zeile. Wir machen eine
Fallunterscheidung danach, ob Kg; = Bg; oder Kg; = Tg, ist.

Im Bg-Fall ist

k., k + 1. Eintrag gleich
(k hingt von s ab). Insbesondere ist Ty zusammenhéngend, und die
Zeilen 5 und 6 sind einfach gleich.
Der Fall Tg; ist kommt nur bei der s,-Nachbarschaft im SP,-Fall
vor. Hier ist

Ts=A{[*,...,%x,£1]} und
T? = {[*,...,% 1]} .
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Die Abbildung K§, —> Ksg; hat also {1,—1} C K, als Kern. In dieser
Situation (endlicher Kern, der trivial auf dem Raum operiert) besagt
[BL94] 8.7.1: Die Restriktion Resg; k, : Drg, (Ps/B) — Dy (Ps/B)
identifiziert D, (Ps/B) mit der vollen Unterkategorie von Dy (Ps/B),
auf der {1, —1} trivial operiert.

F¢ sei diese Restriktion. Zu priifen ist noch, dass 45 im Bild von F§
liegt. 75 lebt auf dem ganzen Raum P;/B, insbesondere auch auf der
punktférmigen Bahn B/B. Da K, zusammenhiingend ist, operiert —1
dort immer trivial, also operiert —1 auch trivial auf 7s. U

5.5 K2, zerfillt

In diesem Abschnitt beweisen wir Lemma 5.6; dies ist das letzte, das
zum Beweis von Satz 5.1 noch fehlt. Wir verwenden die Notationen aus
dem vorigen Abschnitt. Insbesondere sei O € V' wieder die/eine kleine
Bahn der zu betrachtenden Nachbarschaft und x € G ein Repréisentant
von O mit k(x) € "N(T).

Beweis (von Lemma 5.6): In Lemma 3.23 (a) haben wir
(20) K.NnB=(K,NU)x(K,NT).
gezeigt. Durch Einschrinken auf K, N U,T°? C K, N B erhilt man
K, NUT? = (K, NU,) % (K,NTY).
Das liefert eine kurze exakte Sequenz
K.NT? — (K, NP,)/(K,NU,) —> (K, N Py)/(K, NUT?).
(21) I I2
K, K,
Zunichst werden wir einen Gruppenhomomorphismus K3, —> Ao
konstruieren. Danach werden wir zeigen, dass die Verkniipfung
K,NT? — K —> Ao

ein Isomorphismus ist. Wenn wir das haben, spaltet die Sequenz (21)
in ein direktes Produkt, und wir haben K2, = KJ, x Ap.
Konstruktion der Abbildung K2, —> Ap: Die Abbildung setzt sich

folgendermafien zusammen (Erkldrung folgt):
th = (K. NP/ (K, NUy)
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Fiir die Gleichheit (a) ist K, N Py = K, N B zu zeigen. , D¢ ist klar. Zu
»,C“: Die zu O gehorende Bahn von Kg; —> P,/Bist (K, N P;)B/B.
Da wir im Tg;- oder im Bg-Fall sind, besteht sie nur aus einem Punkt,
also (K, N Ps)B/B = B/B. Daraus folgt K, N P, C B, und damit
K.NnP,C K,NB.

Um die Surjektion (b) zu erhalten, ist K,NU, C (K,NB)° zu priifen.
Das liegt an U; C B und daran, dass K, N U, zusammenhéngend ist.

Die Isomorphie (c) folgt aus (20) (bzw. Lemma 3.23) und daraus,
dass K, NU zusammenhéngend ist.

Wir haben jetzt den gewiinschten Homomorphismus K2, —> Ap;
bleibt zu zeigen, dass die Verkniipfung K, N T? — K2 —> Ao
ein Isomorphismus ist. Wir zeigen durch explizites Nachrechnen, dass
K.NT? = (K, NT)NT? = To NTY genau ein Element in jeder
Zusammenhangskomponente von Ty hat; dann sind wir fertig.

To kennen wir aus Abschnitt 3.13 bzw. 3.15. Zunéchst der Fall der
Bgi-Nachbarschaften (sowohl bei SO,,, als auch bei SPy,):

To={[+L,.... %1% %1, *1]}
Ty =TO = {[%, ..., %, % % % ... %
s = Al I}
k., k + 1. Eintrag gleich
ToNT°={[£1,...,£1,+1,+1, +1,... +1]} .
N——
k., k + 1. Eintrag gleich

Das hat offensichtlich genau ein Element in jeder Zusammenhangskom-

ponente von Tp.
Und jetzt noch die Tsi-Nachbarschaft im SP,,-Fall:

To = {[+1,...,£1,%]}

Ty = {[x*,. ..,*,:I:lj}

7o =A{[*...,%1]}
TOmsz{(ﬂ, ,E1,1]} .



KAPITEL 6

Zusammenbauen

Jetzt haben wir alle nétigen Zutaten beisammen, um die gewiinsch-
te geometrische Ext-Algebra End} (Lyit,) zu bestimmen. Als Ergebnis
werden wir das erhalten, was in Theorem 1.6 behauptet wurde: Im
SOg,-Fall besteht Endj, (Lyi,) aus zwei Kopien von

b:i:,ubi (n+1) — 0

. /al\‘\ . . ﬁi‘\ . c ’ au+1au = b#b#_;’_l = 0
— et Y Cp—1 = bp_1c =10,
bl bn—l
und im SP,,-Fall ist End}((ﬁnﬁtz) isomorph zu
aq an
e~ e
v v
by bn—1 R +(ut1) Gty = 0
aj ‘
° — ° .. /—\ b
.~ v n
by b_(n-1)

Damit ist dann auch Theorem 1.4, das Ziel dieser Arbeit, fertig
bewiesen. Bevor wir loslegen, noch ein Lemma:

LEMMA 6.1. Sei X ein Raum, X = U U F eine Zerlequng in eine
offene und eine abgeschlossene Teilmenge, und seien j: U —> X und

i: F' —> X die Inklusionen. Seien L und L' zwei perverse Garben auf
X mit i*L =0 oder i*L" = 0 (oder beides). L sei selbstdual. Dann ist

RHomg (L, L") = RHomg (5L, j*L') .
Beweis: Wie in (17) im Beweis von Satz 4.6 (in Abschnitt 4.5) haben
wir ein ausgezeichnetes Dreieck

RHom(jij*L, L) «<— RHom(L, L) < RHom(i\i* L, L) <—
I I
RHom(j*L, j*L") RHom(i*L,i' L")
da L’ selbstdual “Z
RHom(:*L, Di*L') .

Wegen i*L£ = 0 oder i*£" = 0 ist der rechte Term des Dreiecks 0, und
wir erhalten einen Isomorphismus zwischen den linken beiden. O
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6.1 Ext-Algebra zusammensetzen im Fall SO,

In diesem Abschnitt bestimmen wir Endj (Lyst,) im Fall SOg,, (mit
n > 2). Zunichst eine Notation:

Notation: Sei py, ..., eine Menge von Indizes. Fiir die direkte
Summe L, @ ---® L, schreiben wir in Zukunft kurz £, .

Am Ende von Abschnitt 4.4 wurde festgestellt, dass Endj (Lyitz)

..........
.....

.....

ein weiteres L1 hinzuzufiigen, miissen wir die Homomorphismen zwi-

schen Ly41 und den £, fiir p < k 4 1 bestimmen. Fiir ¢ < & gibt es

keine solchen Homomorphismen nach unseren Rechnungen im Hecke-

Modul (Kapitel 4), und fiir u = k, k + 1 benutzen wir das Ergebnis aus

Kapitel 5 iiber die Endomorphismen innerhalb einer Nachbarschaft.
Also an die Arbeit. Behauptung:

apq1a, =0

: . . Pubiusr =0

(22) Endy (L1, x+1) :ZJT/L.Q o Zkv\b_/ﬁ;? c cap =0
1 k bkC =0

(Alle Pfeile sind vom Grad 1.)

Fiir die folgende Rechnung schrinken wir uns auf eine abgeschlosse-
ne Teilmenge X C G/B ein und zerlegen die noch weiter in eine offene
und eine abgeschlossene Teilmenge:

G/B
L

X=(J 0)uom

J oev,
i dimgO<dimgOy

Ui=0UOy F:=XU=( ) 0)~\0x

Oev,
dimc O<dimg Oy,

Die einfachen perversen Garben £, fiir 1 < p < &+ 1 haben alle
Trager in X, also ist End} (L1, x41) = End% (¢*Lq, k+1). Da wir fiir
den Rest des Abschnitts nur noch mit diesen Garben und nur noch auf
X arbeiten, werden wir die Notation missbrauchen und fiir «*£,, ., nur
noch £, ., schreiben.

Den Induktionsanfang (k = 1) haben wir eigentlich schon: Aus
Korollar 4.5 wissen wir, dass £q5 nur auf U = O; U O, lebt, d.h.
i*L12 = 0. Also liefert Lemma 6.1 End} (L12) = End}(j*L12), und
letzteres haben wir in Satz 5.1 (a) berechnet. Bleibt der Induktions-
schritt kK — 1 — k.

-----

-----
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Als graduierter Vektorraum ist Endj (£ j4+1) die direkte Summe
der HomY (L, £,) fur 1 < p,v < k + 1. Wir schauen uns diese Sum-
manden einzeln an:

Die Summanden mit 4 < k und v < k kennen wir schon aus der
Induktionsvoraussetzung.

Die restlichen Summanden sind die, bei denen auf einer Seite L4
steht. Da i*Lyy; = 0 ist (nach Korollar 4.5), kénnen wir Lemma 6.1
auf diese Summanden anwenden. Wir erhalten (fir p = k + 1 oder
v="k+1)

(23) Homj (L, £,) = Homj ("L, j*Ly) -

Wegen j*L,, = 0 fir 1 <y < k — 1 (wieder nach Korollar 4.5) haben
wir insbesondere

(24) Hom%(Lk11,L,) = 0 und Hom$ (L, Lyt1) =0 fir p <k—1.

((24) folgt auch direkt daraus, dass £, und L1 keine gemeinsamen
Summanden im Hecke-Modul haben; vgl. Korollar 4.7.)

Bleiben nur noch Hom$ (j*Lyy1,7*Lx), HomY (5* Lk, j*Li41) und
Homy (5* L1, 7*Lr+1); diese Homomorphismenrdume haben wir aber
bereits in Satz 5.1 (a) bestimmt.

Nachdem wir jetzt sdmtliche Hom} (L, L,) als graduierte Vek-
torrdume kennen, miissen wir noch die Verkniipfung berechnen. Dazu
folgende Vorgehensweise: Wir suchen uns Elemente von End} (£ x+1),
von denen wir zeigen konnen, dass sie Endj (L,
zeugen — allerdings zunéchst noch einen Erzeuger mehr, als in (22)
angegeben. (Gemeint sind nur die Erzeuger der Grade > 0.) Dann
iberpriifen wir, dass diese Erzeuger die in (22) angegebenen Relatio-
nen erfiillen. Schliefllich werden wir den iiberfliissigen Erzeuger wieder
los. Da die Dimensionen unserer Homomorphismenrdume mit denen
von (22) iibereinstimmen, wissen wir dann, dass es nicht noch mehr
Relationen gibt, und wir sind fertig.

Erzeuger-Suche: Aus der Induktionsvoraussetzung haben wir Ele-
mente a;,b; fiir 1 < [ < k — 1 und ¢, die zusammen End} (L x)
erzeugen. Wenn wir jetzt noch Elemente von Endj (£,
deren Erzeugnis

Rest := HomY (L, Li+1) & Homy (Lir1, L) & Ende (Lr11)

,,,,,

enthélt, haben wir genug Erzeuger.
Wir betrachten den Morphismus von Algebren

p: Endy (L1, g+1) — Endy(5°L1, pt1) = Endy (5" Lrpgr) -
Aus Satz 5.1 haben wir
/
a
Endj(j" Crp) =0 e ¢ | dd=Vd=0,
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d.h. d/, b' und ¢ erzeugen Endj (5*Ly j41). Gleichung (23) besagt, dass
P| rest bijektiv ist. Wegen der Surjektivitidt von p|ges finden wir Urbilder
Ak, b, Cnew € Rest von o/, b, ¢, und wegen der Injektivitit von p|ges
erzeugen diese Urbilder Rest.

Damit haben wir genug Erzeuger. Das Bild unserer Ext-Algebra
sieht im Moment so aus:

ay Q-1 Ak
° _— ° ° _— ° Q/C\ ° Q c
“ .. neu
Ly \b_/ﬁ2 Lk—I\b_/[»k\—/ck+1
1 k—1 by,

Nun zu den Relationen. Aus der Induktionsvoraussetzung haben wir
ay1a, = byb,1 =0 fir0<pu<k—2
cap_1=by_1c=0.

Da ¢pen@r und bgcpe, in Rest liegen und p|ges; injektiv ist, folgt aus
pChenar) = da’ = 0 und p(bcpen) = b'd = 0 schon

Cneulk = bkcneu =0.
Und aus Hom$ (Ly11, Lx—1) = 0 und Hom$} (Li_1, Ly41) = 0 folgt
ArpQr—1 = bk—lbk =0.

Gut, die Relationen aus (22) sind alle erfiillt. Bleibt, den Erzeuger
¢ loszuwerden. Annahme: ¢ ¢ (ag_1by_1,bray)o. Da End (L) zwei-
dimensional ist, miissen dann ay_1b,_1; und bpa; linear abhéngig sein.
ap_1b,_1 ist nach Induktionsvoraussetzung nicht 0, also gibt es ein z €
C mit brap = zay_1bx_1. Daraus folgt aibrar = zapar_1b_1 = 0. Das
ist ein Widerspruch dazu, dass axbiay ein Erzeuger von Hom?}{(ﬁk, Lii1)
ist.

6.2 Ext-Algebra zusammensetzen im Fall SP,,

In diesem Abschnitt bestimmen wir End} (L, ) im Fall SPy,, (mit
n > 1). Hier nochmal die Behauptung:

a1 Cln—1
° C ° ..
Ly b, Lo Loy 7 1 by 1 b’k‘ At (pt+1) Ay = 0
Endj (Luitz) = bipbs(uey =0
a_ a—(n-1) / binlzn =0
e e ... e C o< b,
L_1 b—l L o ﬁ_(n_l)b_(n_lﬂ)fn

Der Fall n =1 ist schon direkt mit Satz 5.1 (b) erledigt (vgl. Indukti-
onsanfang vom SOy,-Fall). Sei also ab jetzt n > 2.
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----------

-----

Ot (p+1) Aty = 0

a+1 A (n—1) b:l: bi =0
(u+1)
25) Endy(Li1. 4n) =02 "o ... 07 ‘e )k g
( ) K( 1., ) L1 bil Lio ﬁi(n—vﬁ/ﬁin C+04(n—1) = 0
£n-1) bin-1yc+ =0
Zwischen £y, und £_; __, gibt es nach Korollar 4.7 keine Homo-

morphismen (weil sie keine gemeinsamen Summanden im Hecke-Modul
haben).

Der Rest der Berechnung lauft analog zum Induktionsschritt der
Berechnung im Fall SO, ; der einzige Unterschied ist, dass wir es mit
einer Tg;- statt mit einer Bgi-Nachbarschaft zu tun haben. Sei wieder

j G/B
=7 N
U.=0,U0_, U0 F=X\U.
Um die Homomorphismen von und nach £, zu berechnen, kénnen wir
uns wegen i*L,, = 0 wieder auf U einschrénken. Ergebnis: Zwischen
Lo und Ly, fiir 4 < n — 1 gibt es keine Homomorphismen, und die
restlichen Homomorphismen liefert uns Satz 5.1 (b). Damit kennen wir
wieder alle Hom$ (£, £,) als graduierte Vektorraume.

Der néchste Schritt ist, Erzeuger von Endj (L) als Algebra zu
finden. Fiir End% (L, ,,) und End}.(£_;, . _,) haben wir die Erzeuger
aip, by (1 < pp<n—1)und cy. Fiir den Rest nehmen wir uns wie im
SOg,-Fall Urbilder der Erzeuger a/,, a’_, t/, und b’ von

.....

!/

a’, a_
(96) Endiy(* Lo o) o e e |t =Hd, =0
Ly b, " Loo b, VL
+ —

und bezeichnen sie mit a,,, a_,, b, und b_,,.
Jetzt sind wieder die Relationen zu priifen. Auch das geht wie bei
SOaq,,: Die meisten erhélt man aus (25) oder (26), und

AtnOi(n-1) = b+(n_1)b0xn, =0

folgt aus HomY (L1 (1), Loo) = Hom} (Lo, Lo (n—1)) = 0.
Bleibt wieder als letzter Schritt, die Erzeuger c4 loszuwerden. Auch
diese Rechnung geht analog zum SOs,-Fall.
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