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Sylow-Gruppen und Subnormaheiler 
endlicher Gruppen 

Von 

OTTO H.  KEGEL 

I m  allgemeinen ist das Produkt zweier Untergruppen A und B elne~ 
Gruppe G, also die Menge aller Elemente g v o n  G yon der Form g=ab mi~ 
aEA, bE B keine Gruppe. Ist dies abet der Fall, so nennt man die Unte#- 
gruppen A und B miteinander vertauschbar. Normalteiler von G sind mit 
allen Untergruppen yon G vertauschbar. 

Ist nun eine Untergruppe A yon G mit ,,vielen" Untergruppen yon r. 
vertauschbar, so liegt es nahe zu vermuten, dab G nicht einfach ist und dab 
man fiber die Lage yon A i m  Verband aller Untergruppen VonG eine Aus- 
sage machen kann. So hat ORE in [4] gezeigt, claB A in G subnormal ist~ 
falls A mit allen Untergruppen der endlichen Gruppe G vertauschbar ist. 
Allgemein gilt (KEGEL [2], Sat z 3): 

Ist die Untergruppe ~1 (~=i) mit der Uniergruppe B (~=!) der endlichen 
Gruppe G sowie mit s~tmtlichen Konjugie~en von B in G vertauschbar und 
ist AB :# G, so besitzt G einen nicht-trivialen Normalteile~, der entweder X 
oder B ent~lglt. ! 

Im ersten Teil dieser Arbeit werden n u n d i e  Voraussetzungen des :obe n 
erw~hnten Oreschen Resultats wesentlich abgeschw~cht. Trotzdem erh~lt man  
das Ergebnis : 

Die Gesamtheit der Untergruppen yon G~ die mit allen Sylow-Gruppe6 
yon G vertauschbar sind, bi ldeteinen (ira allgemeinen echten) Tei!verband 
des Verbandes aller Subnormalteiler yon G. -- Ist G perfek t, so stimmt dieser 
Verband mit dem Verband aller Normalteiler yon G fiberein*. 

Eine notwendige Bedingung ffir die Subn0rmalit~tt der Untergruppe A 
in der  endlichen Gruppe Gi s t  

(.) Ffir jede p-Sylow-Gruppe S yon G und ffir jede Primzahl p ist A QS 
eine p-Sylow-Gruppe yon A. 

Ist  die Untergruppe A mit der p-Sylow-Gruppe S yon G vertausch~ar, 
so ist A ~ S  eine p-Sylow-Gruppe yon A. Also ist die Bedingung (.) eine 
Abschw~chung der Forderung, dab A mit allen Sylow-Gruppen-von G ver- 
tauschbar set. 

*) Wie mir Herr Sz~P mitteilt, ergibt sigh der le{zte Tell dieses Resultats auch in 
einer Arbeit yon N. IT6 und J. Sz~P, die in den A~ta Sci. Math. Szeged erscheint .  Ande- 
rerseits ergeben sich die Ergebnisse jener Arbeit leicht aus den Resultaten des ersten 
Teils dieser Arbeit. 
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Ob aber die Eigenschaft (,) bereits hinreichend ist fiir die SubnormalitAt 
von A in G, haben wir nicht entscheiden kSnnen. Jedoch werden wit im 
zweiten Teil dieser Arbeit  Versch~rfungen von (*) angeben, die sowohl not-  
wendig als auch hinreichencl dafar sind, dab A in G subnormal ist. So gilt 
zum Beispiel: 

Die Untergruppe A der endlichen Gruppe G ist genau dann subnormal 
in G, wenn A die Bedingung (,)  erft~llt, und wenn aul3erdem jeder perfekte, 
einkSpfige Subnormalteiler T yon A mi t  jedem seiner Konjugierten in G 
vertauschbar ist. 

Auf dem Wege zum Beweise dieser S~tze werden einige Nebenresultate 
yon vielleicht unabhAngigem Interesse hergeleitet, etwa das Nichteinfachheits- 
kriterium Satz 6. Alle diese Resultate werden wit in einem etwas allgemeineren 
Rahmen gewinnen, der sieh ergibt, wenn wit Bedingungen wie (,) nur fiir 
Primzahlen p aus einer vorgegebenen Primzahlmenge ~ fordern. 

Es sei nook folgender Satz erw~hnt, der ein Gegenstiiek zu einem Wielandt- 
schen Resultat  E7~ darstellt: 

Die Untergruppe A der endlichen Gruppe Gis t  genau dana subnormal in G, 
wean ft~r jeden Normalteiler N yon G jecler minimale Normalteiler yon GIN 
im Normalisater yon A N/N liegt. 

Herrn Professor Dr. R. BAER bin ich ft~r zahlreiehe wertvolle Ratsehl~ge 
und Hinweise zu groi3em Dank verpflichtet. 

BEZEICHNUNGEN UND DEFINITIONEN 

Sei U eine Untergruppe der Gruppe G. 

U ~ = Menge aller U g = g-1 U g mit  g C G. 
U G = Durchschnift aller U g mit  g C G. 

9~ (U) = Normalisator yon U in G. 
(O 0 = Zentrum yon U. 

~(U) = Zentralisator yon U in G. 

Untergruppen A nnd B yon G heii~en vertauschbar, wenn far s ie  Erzeugnis- 
bildung lind Komplexmultiplikation gleichwertig sind: 

{ A , B ) = - A B = B A .  

o (G) = Ordnung yon G. 
bezeichnet in dieser Arbei.t stets eine Menge yon Primzahlen. 

~-Element = Element, dessen Ordnung nur Primteiler in ~ hat. 
~-Gruppe ~-Gruppe,  deren Ordnung nur Primteiler in ~ hat, oder (far 

endliche Gruppen) gleichwertig, die nur aus ~-Elementen besteht. 
~-Zahl ~-nat~fliche Zahl, die nut  Primfeiler in 7c hat. 

) 

Die Gruppe G heil3t per]ekt, wenn sie mit  ihrer Kommutatorgruppe G' 
t~bereinstimmt. 

Die Gruppe G heii3t einkSp/ig, wenn sie genau einen maximalen Normal- 
teller (~=G) besitzt. 



Sylow-Gruppen und Subnormalteiler endlicher Gruppen 207 

Die Untergruppe U yon G heiBt subnormal in (ein SubnormaIteiler yon) G, 
wenn U in einer Kompositionsreihe yon G auffritt. Alle betrachteten Grappen 
sind endlich. 

w 1. ,r-Quasinormaltei ler 

Bei der Betrachtung vertauschbarer Llntel'gruppen einer endlichen Gruppe 
erweisen sich die folgenden beiden wohlbekannten Hilfss~itze (man vgl. etwa 
ORE [3], p. ~ 59 und [4], p. 433) oft als ntitzlich: 

HILFSSATZ t. Ist die Untergruppe A mit den Untergruppen B und C yon 
G vertauschbar, so auch mit dem Erzeugnis {B, C}. 

HILFSSATZ 2. Die Untergruppen A un'd-B der Gruppe G sind genau dann 
miteinander vertauschbar; wenn gilt 

�9 o({A, B}) = o (A) o (B): o (A ~ B).  

ORE definiert in [4]: Eine Untergruppe U der endlichen Gruppe G heiBe 
quasinormal, wenn U mit jeder Untergruppe yon G vertauschbar ist. -- Wir 
wollen diese Forderung abschw~ichen und die Vertauschbarkeit nut  fiir gewisse 
Sylow-Gruppen yon G fordern: 

DEFINITION t. Die Untergruppe U der endlichen Gruppe G heiBe zr-quasi- 
normal (ein ~r-Quasinormalteiler), wenn U P - -  P U ftir jede p-Sylow-Gruppe P 
yon G und jedes p a u s  der Primzahlmenge Jr gilt. (Ist ~ die leere Menge, 
so ist ~ die einzige xr-Untergruppe yon G, und jede Untergruppe yon G ist 
zr-quasinormal.) 

Bilder ~-quasinormaler Untergruppen yon G unter Epimorphismen von 
G sind im Bild yon G ~vieder 7r-quasinormal; denn bei Epimorphismen gehen 
Sylow-Gmppen in Sylow-Gruppen fiber und Vertauschbarkeitseigenschaften 
bleiben erhalten. 

Ist U ein ~-Quasinormalteiler iron G und V einer von H, 5o ist U • V 
ein zr-Quasinormalteiler yon G• -- AuBerdem gilt der 

HILFSSATZ 3" Enthtilt die Untergruppe R den zr-Quasinormalteiler U yon G, 
so ist U auch 7r-quasinormal in R. 

BEWLIS. Sei Q eine p-Sylow-Gruppe yon R mi t  p E~r. Dann gibt es eine 
p-Sylow-Gruppe ,_P yon G mit P A R  = Q; und nach dem Dedekindschen Modul- 
satz gilt nun 

UQ : U ( P ~ R )  : U P c ~ R  : P U , ~ R  = ( P ~ R )  U =  Q U. 

HILFSSATZ 4. Ist tier ~-Quasinormalteiler U yon G mit der Untergruppe V 
yon G vertauschbar, dann ist U~ V e i n  xr-Quasinormalteiler von V. 

BEWEIS. Nach Hilfssatz 3 ist U e in  g-Quasinormalteiler yon UV. Zu 
jeder vorgegebenen p-Sylow-Gruppe Q yon V gibt es eine Q-- P ~  V erfiillende 
p-Sylow-Gruppe P yon UV.  Ist P C~, so ist U P = P U ,  wobei aus Hilfs- 
satz 2 P U = (P~  V) U = Q U folgt. Nach dem Dedek.indschen Modulsatz gilt 
nun P U ~ V ~ - Q U ~ V ~ - Q ( U ~ V ) .  Da Q(U~V)  eine Gruppe ist, so gilt 
Q (U(~ V) ~ (U~ V) Q, und U~ V ist ein 7,-Quasinormalteiler yon V. 

14" 
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BEMERKUNG. Genau so wie Hilfssatz 4 beweist man, dab der Durchschnitt 
eines Quasinormalteilers U yon G mit einer Untergruppe V v6n G quasi- 
normal in V ist. -- Dagegen ist aber der Durchschnitt zweier Quasinormal- 
teiler von G im allgemeinen kein Quasinormalteiler, dies zeigt etwa das 
folgende, einfache Beispiel, auf das mich Herr IT6 aufmerksam machte: Sei 
p 4= 2 eine Primzahl, A-----{a, b; aP'= bP = t,  b-la b = a I+p}, und sei G das direkte 
Produkt von A mit einer zyklischen Gruppe {z} der Ordnung p. Dann sind 
A und B={b} • Quasinormalteiler von G, aber {b} = A  ~ B ist nicht mit 
der Untergruppe {za} vertauschbar, also nicht quasinormal in G. 

HILFSSATZ 5- Ist M ein maximaler r~-Quasinormalteiler, der in G nicht 
normal ist, so ist entweder l"edes :z2Element von G bereits in M enthalten und 
M i s t  also insbesondere eine maximale Untergruppe von G, oder der Index 
[G :M 1 ist Potenz einer Primzahl paus  rl. 

BEWEIS. Sind alle a-Elemente yon G bereits in M enthalten, so ist die 
Forderung, dab M ein r~-Quasinormalteiler sei, keine EinschrAnkung; M ist 
dann also eine maximale Untergruppe yon G . - -  Angenommen nun, es gebe 
a-Elemente aulBerhalb yon M; sei Q der yon allen a-Elementen yon G erzeugte 
Normalteiler. Dann ist M Q = G; denn sonst w~re nach Hilfssatz i die Unter- 
gruppe MQ~-G ein a-Quasinormalteiler yon G; der M echt enthAlt, dies 
aber widersprAche der MaximalitAt "con M: 

Da M nicht normal ist, so gibt es wenigstens ein p-Element g fiir ein pas- 
sendes p C a, das M nicht normatisiert. Angenommen, ~G: M~ -= p~m, (p, m) -= i, 
sei m@= 1; dann gilt ftir eine p-Sylow-Gruppe P yon G, die g enthAlt 

M ( {M, Mg} (__M P ~:G. 

{214, Mg} ist also wegen Hilfssatz t eine echte a-quasinormale Untergruppe 
yon G, die M echt enthAlt. Dies widerspricht der MaximalitAt yon M. -- 
Daher ist m-----t, und EG: M] is t  Potenz einer Primzahl p aus a. 

Ein Ahnliches Argument ergibt den etwas schArferen 
HILFSSATZ 6. Sei M maximal unter den a-Quasinormalteilern yon G derart; 

daft EG : MI keine ~l-Zaht .sei [i~r eine [estgewtihlte Teilmenge ~x yon ~ (0(= ~1 (-_ tO. 
Sei Q der yon allen ~x-Elementen yon G erzeugte Noymalteiler. Dann ist Q (= ~ (M), 
und entweder gilt G = M  Q; oder abet Q ~= M, und M ist ein maximaler n-Quasi- 
normalteiler yon G. 

BEWEIS. Es gilt Q(__~(M); denn gAbe es ein rff-Element g yon Primzahl- 
potenzordnung mit g6~R(M), und ware P eine Sylow-Gruppe yon G mit 
g6P,  so h~ttte man M ( { M ,  Mg)(=MP, und [G:M~ unterschiede _sieh "con 
[G: {M, M*}] nut  um einen ~l-Faktor; d.h.  [G: {M, Mg}] wA~e ebenfaUs 
keine nx-Zatfl. Aber nach Hilfssatz t ware mit M auck {M, M~} ein nx-Quasi- 
normalteiler yon G, so dab wir einen Widerspruch ge~gen die MaximalitAt yon 
M bekAmen. 

Angenommen nun: .QM @G. Dann ist nacb Hilfssatz t die Untergruppe 
QM ein n-Quasinormalteiler yon G. Nun sind aber alle r~z-Elemente yon G 
bereits in Q enthalten, daher kann [G:QM~*keine ~-Zahl  sein. Wegen der 
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Maximalit~t won M heil3t das, Q M = M ,  und daher Q(=M. - Damit ist der 
Hilfssatz bewiesen. 

HILFSSATZ 9- ISt n 1 ()= fl) eine Teilmenge der Primzahlmenge n, und ist M 
maximal unter den n-Quasinormalteilern yon G derart, da~ [G : M] keine nl-ZahI 
ist. ~.nthiilt na l l e  Primteiler yon o (G), so ist M ein Normatteiler v'on G. 

B'EWEIS. Angenomme n, M sei nicht normal in G; dann ist nach den Hilfs- 
s~tzen 5 und 6 der Index [G:M~ Potenz einer Primzahl p aus n. Sei n~ die 
Primzahlmenge, die verbl~ibt, wenn man aus n die Primzahl p herausnimmt: 
nz = n - - p ;  dann ist [G:M] keine ~2-Zahl'. Sei T der yon allen ~z-Elementen 
yon G erzeugte Normalteiler. Aus Hilfssatz 6 folgt: T ~ M .  In der p-Gruppe 
G/T ist. M / T  in einem echten Normalteiler N / T  enthalten. Daher enth~lt N 
auch M. Aber M war ein maximaler ~-Quasinormalteiler; daher haben wir 
M = N .  Dies widerspricht der Annahme, M sei nicht normal ill G. 

Hilfssatz 7 enth~lt als Spezialfall ein~n Satz yon ORE fiber Quasinormal- 
teiler ([g], p. 438, Theorem i6). Eine Verallgemeinerung dieses Satzes ([4], 
p. 438, Theorem i9) ist enthalten in 

SATZ 1. Ist die :~-Untergruppe U ein n-Quasinormalteiler yon G, so ist U 
subnormal in G. 

BEWEIS. Angenommen, der Satz sei ffir :~-Gruppen falsch; dann gibt es  
eine n-Gruppe minimaler Ordnung G, die eine. n-quasinormale, abet nicht 
subnormale Untergruppe U enth/ilt. Nun ist U aber in einer maximalen 
n-quasinormalen Untergruppe N yon G enthalten. Nach Hilfssatz 7 ist N 
Nonnalteiler in G. Der Minimalit~tt yon G wegen is t  der n-Quasinormal- 
teller" u ein Subnormalteiler yon N, also auch yon G. Das widerspricht der 
Annahme, U sei nicht subnormal. , Damit gilt Satz t ffir n-Gruppen. 

Besitze nun o (G) einen Primteiler, der nicht in n enthalten ist. --  Seien 
V eine maximale x~-quasinormale n-Untergruppe yon G, g ein n-Element yon 
Primzahlpotenzordnung, das V nicht normalisiert und P eine p-Sylow-Gruppe 
yon G, die g enth~lt. Dann ist V(  {V, V~}~ V P  ~. Aber {V, V g} ist nach Hilfs- 
satz i ein n-QuAsino.rma[teiler yon G, und well V P  eine n-Gruppe ist, so 
ist es auch {V, Vg}. Das'widerspricht aber der Maximalitfit von V : - -  Also 
normalisiert jedes n-Element yon G den n-Quasinormalteiler V. Aber dann 
ist V Normalteiler der charakteristischen Un.tergruppe K yon G, die VOlf 
allen n-Elementen yon G erzeugt wird. -- Da V als maximaler ~-Normal- 
teiler yon K eine charakteristische Untergruppe yon K ist, so ist V alich 
charakteristisch in G. 

Nun ist aber jede n-quasinormale n-Untergruppe von G in einer maximalen, 
also in V enthalten und nach Hilfssatz 3 auch ein n'Quasinormaltefler von V. 
In der n-Gruppe V is~ aber jeder n-Quasinormalteiler na'ch dem ersten Tell 
dieses Beweises subnormal und damit auch in G. -- Damit ist Satz t bewiesen. 

HILFSSATZ 8. Ist der Subnormalteiler U'mit  der p-Sylow-Gruppe P yon G 
vertauschbar, so ist U (p), die yon allen Elementen yon U mit zu~p primer Ordnung 

~erzeugte Untergruppe yon U, Normalteiler yon U P .  Eben/alls ist K(U), der 
kleinste Normalteiler yon U, mit au/16sbarer Faktorgruppe normal in UP.  
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BEWEIS. Alle q-Sylow-Gruppen yon U P m i t  q ~ p  liegen in dem Subnormal- 
teller U, also auch in u(p), und U(p) ist eine charakteristische Untergruppe 
yon UP. -- Jede charakteristische Untergruppe yon u(p) is somit auch in 
UP charakteristisch. -- Da nun K ( U ) = K  (U(p))=K(UP) gilt, so ist K(U) 
sogar charakteristische Untergruppe von UP. 

Hilfssatz t besagt, dab die Vereinigung zweier z~-Quasinormalteiler yon G 
wieder zt-quasinormal ist. Dasselbe gilt wenigstens au ch  ftir Durchschnitte 
~-quasinormaler Subnormalteiler. Dies zeigt der 

SATZ 2. Die ~-quasinormalen Subnormalteiler yon G bilden einen (ira all- 
gemeinen echten) Teilverband des Verbandes aller Subnormalteiler yon G. 

BEWEIS. Sind U und V zwei ~-quasinormale Subnormalteiler yon G, so 
sind Durchschnitt und Vereinigung v~ U und V wieder subnormal in G 
(WIELANDT I6]," Satz 7); wegen Hilfssatz I ist {U, V} auch ~-quasinormal. 
Um Satz 2 zu beweisen, mtissen wit daher nur zeigen, dab Uc~ V auch ein 
~-Quasinorma!teiler yon Gis t .  

Sei p E~ und P eine beliebige p-Sylow-Gruppe yon G. Hilfssatz9 besagt, 
dab P~?~(u(p)) und P(__?R(v(p)). Daraus folgt 

p _< __< (v(p) v(p)). 

Nun ist aber IUc~ V: u(p)c~ V(p)] eine p-Poienz; denn U(p) enth/ilt s~imt- 
liche q-Elemente yon U fiir jede Primzahl q ~=p; ebenso enth~lt v(p) s/imtliche 
q-Elemente yon V ftir jede Primzahl q=~p. Daher enth~ilt u(p)~v(p) alle 
q-Elemente yon Ur~ V, so dab [Uc~V: U(p)c~ v(p)] eine p-Potenz sein muB. -- 
Also ist U(p) c~ v(p) mit jeder p-Sylow-Gruppe P1 von Uc~ V vertauschbar:"  
Uc~V=PI(U(p)c~v(p)). Da Uc~V aber ein Subnormalteiler "con Gist ,  so hat 
die p-Sy!ow-Gruppe P yon G mit uc~ v eine p-Sylow-Gruppe P1 yon Uc~ V 
gemein. Da P1 in P enthalten ist, so ist es auch mit P vertauschbar. Wegen 
P (= ~R (U(p)c~ v(p)) ist nactl Hilfssatz t die Untergruppe P~(u(p)c~ v(p)) ----- Uc~V 
mit P vertauschbar. -- Diese lJberlegung gilt ft!r jedes p G~ und fiir jede 
p-Sylow-Grupp e P yon G. "Damit ist gezeigt, dab Uc~ V iri G auch z~-quasi- 
normal ist, and Satz 2 ist bewiesen. 

BEMERKUNG. Da nach Satz I jede z~-quasmormale zl-Untergruppe von G 
subnormal ist, so gilt folgende Erg/~nzung zu Satz 2: 

Ist z~: (__z~, so bilden die z~-quasinormalen z~l-Untergruppen yon G einen (im 
allgemeinen echten) Teilverband des Verbandes der Subnormalteiler yon G. - -  
(Denn die Vereinigungsgruppe zweier ~l-Untergruppe yon G, die subnormal 
sind, ist wieder eine z~:-Untergruppe yon G, (WIELANDT [~i], Satz 7). 

In Satz 2 kann man die Voraussetzung, dab U und V subnormal sind, 
nicht ganz fallen lassen. Dies zeigt folgelldes 

BEISPIEL. Sei G die einfache Gruppe der Ordnung 60. Der Normalisator 
ei:xer 2-Sylow-Gruppe v~ Gist  eine echte 5-quasinormale Unterg!:lppe yon G. 
Nimmt man nun den Normalisator einer anderen 2-Sylow-Gruppe yon G und 
bildet den Durchschnitt D dieser Normalisatoren, so hat D die Ordnung 3, 
da die 2-Sylow-Gruppen yon: G nur das Eiliselement gemein haben. D kann 
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aber nicht 5-quasinormal sein; denn sonst efffillten die 5-Sylow-GruppeF 
yon G und D die Voraussetzungen voll (KEGEL [2], Satz t), und G w/ire 
nicht-einfach. 

SATZ 3*)- Ist die Untergruppe U mit ieder Sylow-Gruppe yon G vertauschbar ; 
dann ]olgt aus jeder der beiden A ussagen 

(i) U ist per/ekt, und (ii) Gist  per/ekt, 

daft U sogar Normalteiler von Gist. -- K(U), der kleinste Normalteiler von U 
mit aufl6sbarer Faktorgruppe, ist stets normal in G. 

BZWEIS. Da U mi t  allen Sylow-Gruppen von G vertauschbar ist, so ist 
U subnormal in G nach Satz t. Nach Hilfssatz 8 ist K ( U ) = K  (u(p)) Normal- 
teiler yon U P  ftir jede p-Sylow-Gruppe P yon G ulld fiir jede Primzahl p. 
Damit  ist abet  K(U) Normalteiler yon G. - - D a  U peffekf ist, so ist K(U) ---- U. 
Daher  folgt aus (i), dab U Normalteiler yon Gis t .  

Um zu zeigell, dab auch (ii) die Normalit~t yon U nach sich zieht, nehmen 
wir an, der Satz sei falsch ulld G sei eii1 Gegenbeispiel kleinster Ordnung. 
Sei U yon kleillster Ordnung unter den Untergruppell yon G, die zwar mit  
allen Sylow-Gmppen von G vertauschbar,  aber keine Normalteiler yon G 
sind. Sicherl/ch ist K(U) Normalteiler "Con G.  Abet G/K(U) ist auch perfekt;  
w/ire nun K(U)4= t ,  so w/ire w~gen der Minimalit/it yon G die Untergruppe 
U/K(U) normal in G/K(U). Das hieBe abet, dab U in G normal ist, .was wir 
ausgeschlossen batten.  Also ist K ( U ) =  t, und U ist aufi6sbar. - -  Ein mini- 
maler  Subnormalteiler V der aufl6sbaren Gruppe U.hat  Primzahlordnung p; 
da U selbst nach Satz I Subnormalteiler roll G isf, so ist auch V subnormal 
i l ire,  und {V G} ist ein p-Normalteiler yon G. Null ist aber U~{V ~ nach 
Satz 2 auch mit  allen Sylow-Gruppen yon G vertauschbar.  Ist  U ~  U~{V ~ 
(=~t), so ist wegen der Minimalit/it yon U der Subnormalteiler U~{V ~} 
normal in G. Wegen der Minimalit/it yon G ist dann U/(U~{V~ normal 
in G/(U~{VG}), u'nd daher w/ire U normal in G, was wir abet  ausgeschlossen 
batten.  - -  Es ist also U(={V~ a n d  U ist eine p-Gruppe. Nach Hilfssa• 8 
wird nun U ftir" jecle Primzahl q:#p yon jeder q-Sylow-Gmppe von G nor- 
malisiert,, also auch yon G (p), der yon alien Elementen mit  zu p primer 
Ordnung in G erzeugten Untergruppe vbn G. Da G perfekt ist, ist abet  
G (p) = G; und damit  ist U Normatteiler yon G. Das widerspricht abet  unserer 
Annahme tiber U und G. - -  Es kann daher kein solches Gegenbeispiel G 
geben; dies beweist den Satz. 

BEMERKUNG. Ahnlich wie aus (ii) kann man die Normalit/it yon U auch 
folgern a u s  

(iii) U wird yon seinen.~-Elementen emeugt und G yon seinen zd-Elementen 
(dabei sei ~ '  die Menge aller Primzahlen aui]erhalb der Primzahlmenge ~). 

SATZ 4, Ist die Untergmppe U yon G mit allen Sylow-Gruppen von G 
vertauschbar, dann sind /olgende Aussqgen gleichwertig: 

(i) U ist Normalteiler yon G. 

*) vgL FuBnote S. 205. 
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(ii) Die z~-Untergruppe U ist normal in /eder sie enthaltenden z~-Untr 
gruppe yon G," ~ sei. die Menge der Primteiler yon o (U). 

(iii) Zu feder Primzahl p gibt es eine p-Sylow-Gruppe P yon G, so daft 
U n P  normal in P ist. 

BEWEIS, DaB (ii) und (iii)Folgen aus (i) sind, ist klar. -- Erfiilie U die 
Bedingung (ii). Sei p E z~, P eine p-Sylow-Gruppe yon G, dani1 ist U~P-~  1 
ein Normalteiler yon P .  Ist aber pEz~, so ist U nach (ii) in U P  normal 
Das heiBt Uc~P ist normal in der p-Sylow-Gruppe P yon G. -- Damit folgt 
'(iii) aus (ii). 

Erfiitle U Run die Bedingung (iii). Sei P eine p-Sylow-Gruppe yon G so, 
dab P n U  normal in P ist. Nach Hilfssatz 8 ist u(p) normal in UP. Nach 
unserer Wahl yon P ist U ~ P  normal unter P, also ist U ( p ) ( U ~ P ) = U  
normal ill UP. Daher enth~lt ~ (U) mindestens eine p-Sylo'w-Gruppe yon G 
:fiir jede Primzahl p. Also ist ~t(U)----~. Damit ist der Satz bewiesen. 

w 2. ~t-Subnormalteiler 

Subn6rmalteiler U yon G werden yon einer Sylow-Gruppe S Yon G stets 
1/ings einer Sylow-Gruppe Uc~S yon .U geschnitten. Die Frage liegt nahe, 
ob diese Eigenschaft die Subnormalteiler unter den Untergruppen yon G kenn- 
zeichnet. Diese Frage konnten wir nur 'unter  zus~ttzlichen Voraussetzungen 
bejahen, werden sie jedoch zun~chst in allgemeiner Form angreifen. 

DE~IlqlTION 2. Die Untergruppe U der endlichen Gruppe G heiBt ~-sub- 
normal (ein ~-Subnormalteiler), Wenn ftir jedes p aus der Primzahlmenge zc 
und ftir jede p-Sylow-Gruppe P yon G der Durchschnitt U~ P eine p-Sylow~ 
Gruppe yon U ist. 

Jeder Subnormalteiler yon G i s t  z~-subnormal. Aus Hilfssatz 2 folgt, dab 
auch die z~-Quaslnormalteiler yon G z~-subnormal sind. -- Ist ~ die teere 
MeI~ge, so ist jede Untergruppe yon G ein~ z~,Subnormalteiler. Leicht aus 
Definition 2 folgt der a!Igemeinere 

SATZ 5. In der endlichen Gruppe G sind die ]olgenden Aussagen gleichwertig : 
(i) Jede Untergruppe yon G i s t  ein z~-Subnormalteiler. 

(ii) fede' Untergruppe yon G i s t  ein ~-Quasinormalteiler. 
(iii) Die Menge aller ~-Ele.mente yon G erzeugt einen nilpotenten Normal- 

teilef von G. 

BEWEIS. Ist in G die Bedingung (iii) erftillt, so ist fiir jedes p E z~ die 
p-Sylow-Ozruppe yon G normal in G, und (ii) gilt. DaB aus (ii) auch (i) folgt, 
batten wir oben bemerkt. 

Es gelte (i) in G. Wir diirfen annehmen zl ~ ft. DaRn sind.auch die.p-Sylow- 
Gruppen P fiir p C ~ yon G z~-subnormal. Ist aber die p-Sylo.w-Gruppe yon 
G ein p-Subnormaltejler, so ist /~ in jeder p-Sylow-Gruppe yon G enthalten; 
d.h., P ist Normalteiler yon G. Bildet man das direkte Produkt dieser p-Sylow- 
Grupperi yon G fiir alle p C z~, so ist dies ein nilpotenter Normalteiler yon G; 
der s~mtliche ~-Elemente you G enth~lt. Damit fo.lgt auch (i!i) aus (i). 

Se~ ~9~ die Menge aller z~-Subnormalteiler yon G. 
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DEFINITION 3- Die Untergruppe U der endlichen Gruppe G heiBt streng 
zc-subuormal, wenn U~ V fur jedes VES~ ein z~-Snbnormaltefler yon V ist. 

Da G E 5P~, so  ist insbesondere jede Streng ~-subnormale Untergruppe yon 
G auch-~-subnormal.- Die Umkehrnng gilt jedoch nicht; dies zeigt in der 
einfachen Gruppe der  Ordnung 60 der Normalisator N einer" 5-Sylow-Gruppe: 
N ist 2-subnormal; aber N ~ N g  hat die Ordnung 2.(falls Ng~:N) und kann 
nicht 2-subnormal in N sein, denn N ~ N g  ist eine 2-Sylow-Gruppe yon N, 
die 2-Sylow-Gruppen yon N haben aber nur das Einselement gemein. 

HILFSSATZ 9. Ist U ein (strenger) ~-Subnormalteiler yon G und ~ ein 
Epimorphismus yon G au/ H, so ist U ~ ein (strenger) ~-Subnormafteiier yon 
H," ist umgekehrt V e i n  z~-Subnormal-tei!er yon H, so ist V ~ ein z~-Subnormal- 
teller yon G. 

BEWEIS. Sei p E z~ Und U ein z~-Subnormalteiler yon G. Ist Q eine p-Sylow- 
Gruppe yon H, so gibt es eine p-Sylow-Gruppe P yon G mit P * =  Q. Dann 
ist U ~ P  eine p-Sylow-Gruppe yon U und also (U~P)~(= U*C Q eine p.Sylow~ 
Gruppe won U*. Also ist sogar U ~  Q = (U~ P)* eine p-Sylow-Gruppe yon U*. 

Sei nun Ve in  ~-Subnormalteiler yon H und Q eine p-Sylow-Gruppe yon 
H mit p Ez~. Dann ist V ~ Q  eine p-Sylow-Gruppe yon V. Also enthi l t  
(V~ Q)o~,= V ~  QO~ eine p-Sylow-G;ruppe P yon V ~ und Qo-~ eine p-Sylow- 
Gruppe Pi yon G mit P ~ V ~  P. Nach dem Satz yon SYLow erh/ilt man 
jede p-Sylow-Gruppe yon ~-' Q , indem man Pi mit einem passenden Element k 
aus dem Kern yon a transfomliert. Aber der Kern yon a liegt in V ~-'. Dies 
bedeutet jedoch, dab sich unter der Transformation mit k die Ordnung des 
Durchschnitts P ~  V *-~ nicht ~indert. Daher hat  jede p-Sylow-Gruppe yon 
Q~-' eine p-Sylow-Gruppe yon V ~ mit "V .~-~ gemein, und V ~ l  ist also. ein 
zc-Subnormalteiler yon G. 

Um z u  zeigen, dab U* ein strenger z~-Subnormalteiler yon H ist, fal]s U 
streng zl-subnormal in G i s t ,  1)etrachte man die Untergruppe V~ ~ yon 'G,  
wobei V ein beliebiger z~-Subnormalteiler yon H sei. Nach Voraussetzung 
ist U~ V ~ ein ~-Subnormalteiler yon V ~ .  Es ist 

(u ~ v) ~-~= v ~-'~ (uw- '  = v~ UN, 

wobei N der Kern yon ~ ist. Aus dem Dedeldndschen Moclulsatz folgt nun 
V~,~ U N =  (V~ U)N. Also ist ~U~ V~ U ". --  Die Beschr~inkung 
yon a auf V ~ bildet also den ~r-Subnormalteiler V"-~,U yon V ~-~ auf den 
~r-Subnormalteiler V~ U * yon V ab. 

Damit ist der Hilfssatz voUsttindig bewiesen. 

HILFSSATZ t0.  Enth~lt die Untergrul~pe V von G den ~,Subnormalteiler U 
vo~* G, so ist U auch zc-subnormal in V. 

BEWEIS. I s t  P eine #-SyI0w-Gruppe yon V, so gibt es eine p-Sylow- 
Gruppe Q v0n G mit P = Q~V.  Ist nun p E z~, s0 ist P / )  U-~ (Qn U)n U =  Q~ U 
eine p-SylowTGrnppe U. 
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HILFSSATZ t l .  Ein a-Subnormalteiler eines a-S~bnormalteiler.s yon G i s t  
a-subnormal in G, entsprechendes gilt ]~r streng~ a-Subnormalteiler. -- Die 
Relation (strenger) a-Subnormalteiler zu sein ist transitiv. 

BEWEIS. Set V ein a-Subnormalteiler yon G, und set U ein a-Subnormal- 
teiler yon V; dann gilt fiir jede p-Sylow-Gruppe P Yon G und ftir jedes p Ea :  

P ~ U = ( P ~ V ) ~ U .  Aber P ~ V  ist eine p-Sylow-Gruppe yon V, also ist 
P ~  U =  (P~ V)~ U eine p-Sylow-Gruppe von U; und U ist a-subnormal in G. 

Set U streng a-subnormal in / V und V streng a-subnormal in G. Set X 
ein beliebiger a-Subnormalteiler yon G; dann ist X ~  V e i n  a-Subnormal- 
teller von V und nach dem ersten Teil dieses Beweises auch in G. Daher 
ist X ~  V nach Hilfssatz t0 auch a-subnormal in V. Dann ist aber (X~ V)~ U 
ein a-Subnormalteiler yon X ~  V, also auch von X. -- Daher ist U streng 
a-subnormM in G. 

HILFSSATZ t2. Ist  tier a-Subnormalteiler U yon G mit der Untergruppe V 
yon G vertauschbar,' so ist U ~ V  ein a-Subnormalteiler von V. 

BEWEIS. Silld die Untergruppen U und Vvon  G miteinander vertauschbar, 
so gibt es nach WIELANDT ([61, Satz 6) ftir jedes p eine p-Sylow-Gruppe P 
yon U V, die das Produkt ether p-Sylow-Gmppe P1 yon U und ether p-Sylow- 
Gruppe P~ yon V derart ist, dab PloP2 eine p-Sylow-Gruppe yon U~V ist. 

Nach Hilfssatz t0 ist in der Situation des Hilfssatzes t2 U in U V  ein 
a-Subnormalteiler. Ist p E a, ulld P2 eine beliebige p-Sylow-Gruppe yon V, 
so ist P~ in ether p-Sylow-Gruppe P yon U V enthalten, die den a-Subnormal- 
teiler U in ether p-Sylow-Gruppe P~ yon U t r i f f t .  Wir wollen zeigen, dab 
P~P2=P2PI=P gilt. Nach obigem Resultat von WIELANDT und nach Hilfs- 
satz 2 gilt daher 

o >= o (P )o o >__ o (P ) ;  

denn Plc~P~ ist in einer p-Sylow-Gruppe yon U,~V enthalten. Nun sind abet 
P1 und P.~ Untergruppen yon P, so dab o (P) >= o ({P1, P2)) gilt. Daraus folgt 
die C~leichheit dieser Zahlen und daher -- mittels Hilfssatz 2 - - d i e  Vertausch- 
barkeit yon P1 und P2. -- Andererseits folgt daraus auch, dab Plc~P~ eine" 
p-Sylow-G~ippe yon Uc~ V ist. Da dies ftir jede p-Sylow-Gruppe P2 yon V 
gilt, so ist U~.V eine a-subnormale Untergruppe yon V. 

Im Kontrast  zu Hilfssatz t2 ist im allgemeinen der Durchschnitt U ~ V  
zweier a-Subnormalteiler U und V nicht a-subnormal in G (nicht einmal 
in V); dies zeigt das bereits auf S. 2/3 gegebene Beispiel des Normalisators 
einer 5-Sylow-Gruppe in der einfachen Gruppe der Ordnung 60. 

Dagegen gilt abet der fo lgende 
HILFSSATZ t 3. Sind U und V strenge a-Subnormaltei.ler von G, so. ist auch 

U~ V streng a-subnormal in G. 

BEWEIS. Set X ein a-Subnofmalteiler yon G; dann ist X ~  U in G auch 
a-subnormal, also auch (X~ U) ~ V = X ~  (U~ V). 

Eine interessante Eigenschaft der  strengen a-Subnormalteiler is t ,  dab 
bereits die Existenz eines strengen a-Subnormalteilers U4=G yon G mit 
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(z~ O(U)) =4:1 (d:h. rnindestens gin Primteiler yon o(U) liegt in z) die Nicht- 
einfachheit yon G-nach sich zieht. Dies ist  enthalten in 

SATZ 6. VVird die streng z-subnormale Untergruppe U yon G yon ihren 
z-Elementen erzeugt, so ist U subnormal in G. 

BEWEIS. Sei p E z. Wir beweisen den Satz 6 zun/ichst ftir den Fall, dab 
der strenge ~_-Subnormalteiler U bereits ftir ein p C z "con seinen p-Elementen 
erzeugt wird. 

Angenommen, der Satz sei falsch ftir diesen Fall; dann gibt es unter den 
endlichen Gruppen, die Untergruppen enthalten, die den Voraussetzungen des 
Satzes genfigen, yon ihren p-Elementen erzeugt werden, aber nicht subnormal 
sind, eine Gruppe G minimaler Ordnung. Sei U eine yon ihren p-Elementen 
erzeugte streng z-subnormale Untergruppe yon G, die in G nicht subnormal 
ist. Sei P eine p-Sylow-Gruppe yon G und ~ (P) ihr Zentrum. 

a) G ist nicht ein/ach, und {~ (P)~}__<9~ (U). -- Sei P1 eine p-Sylow-Gruppe 
yon U und gEg~(P1). Nach Hiifssatz t3 ist dann auch U ~ U  g streng z-sub- 
normal in G; aul3erdem gilt P~<=Uc~U ~. Da U ~ U  g die p-Sylow-Gruppe P1 
yon U enthAlt und' z-subnormal in U i st, so enth&lt Uc~ U g jede p-Sylow- 
Gruppe 'yon U .  Aber U wird yon seinen p-Elementen erzeugt'. Daher gilt 
U----U g, und 9~(P1)__<99(U ). Ist. P eine p-Sylow-Gruppe yon G, die P~ enth&lt, 
so gilt flit das Zentrum ~ (P) die Beziehung S (P)<= 9~ (P~)__<99 (U). Da U aber 
z-subnormal ist, so gilt ~(P)__<9~(U) ffir jede p-Sylow-Grupp~ P yon G: Es 
ist also (t#:) Z:{$(P)G}=<9~(U). Z ist ein echter Normalteiler yon G, da U 
kein Subnormalteiler sein sollte, also erst recht kein Normalteiler. 

b) Es gilt ucEN ]i~r jeden echten Normalteiler N yon G; denn alle Voraus- 
setzungen des Satzes gelten auch in N; der MinimalitAt. yon G wegen w~ire 
U in N abet subnormal und damit auch in G. 

c) Fi~r jeden Normalteiler N :b l von Gis t  die Untergruppe U N / N  von G/N 
subnormal; denn unter Homomorphismen geht eine yon ihren p-Elementen 
erzeugte Gruppe in eine yon ihren p-Elementen erzeugte Gruppe tiber, U N / N  
erftillt also nach Hilfssa~tz 9 die Voraussetzungen des Satzes in G/N. Aber 
wegen N 4 : t  gilt o(G/N)<o(G),  so dab wegen der Minimalit.~t yon G die 
Untergruppe U N / N  in GIN subnormal ist .  Daher ist auch U N  subnormal in G. 

WAre nun U N ~ G ,  so WAre wegen der Transitivit~tt der z-Su~normaht~t~' " 
(Hilfssatz t t) jeder z-Subnormalteiler der subnormalen Untergruppe U N  auch 
in G selbst ~-subnormal, Also ware U bereits in U N  streng z-subnormal. 
Wegen der MinimalitAt yon G w~ire dann abet. U subnormal in UN, also 
auch in G; dies widersprAche ,aber unserer Annahme fiber U. -- Daher gilt 

d) Fi~r ieden Normalteiler N # : t  von G gil t U N ~ G .  
W&hlen wir nun den nicht-trivialen Normalteiler N _<Z_< 9~ (U), dann folgt 

abet aus d i, dab U Normalteile~; Yon G i s t .  Dies widerspricht der Annahme, 
U isei nicht subnormal. -- Es kann daher kein solches Ggeben;  damit ist 
der Satz bewiesen ftir streng z-subnormale- Untergruppen, die vo~ ihren 
p-Elementen erzeugt werden ftir ein festes p E z. 
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Sei nun Uein strenger ~-Subnormalteiler yon G, der von seinen ~-Elementen 
erzeugt wird; sei p E ~ und Cp(O 0 die yon allen p-Elementen yon U erzeugte 
Untergruppe 7con U. Nach Hilfssatz t t  ist auch Cp(U} ein strenger ~-Sub- 
normalteiler yon G. Aus dem ersten Tell dieses Beweises folgt nun, dab 
Cp(U) in G subnormal ist. -- Da U yon seinen ~-Elementen erzeugt wird, 
ist es Produkt  seiner charakteristischen Untergruppen Cp(U), wobei p alle 
Primzahien aus ~ cIurchlAuft. Als V/ereinigung endlich vieler Subnormalteiler der 
Form Cp (U) ist auch U ein Subnoi-malteiler von G. -- Damff ist Satz 6 bewiesen. 

Sei nun dr' eine Funktisn, die auf einer Klasse endlicher Gruppen erklArt 
ist und die j ede r  Gruppe G, fiir die J /  definiert ist, eine niclit-leere Menge 
~'(G) von: Untergruppen yon G zuordnet. 

DEFINITION 4. Eine solche Funktion ~ heiBe subnormal, wenn sie den 
folgenden Bedingungen gentigt: 

A I : Ist Jr '  ftir G erklArt, so ist ~ auch ftir jedes homomorphe Bild G * 
yon G erklArt, und es gilt (Jd(G))~(=dl(G*). 

A II :  Ist  dr' i u f  G erklArt, so 'auch auf allen Normalteilern yon G. 
A I I I :  Ist UCJI(G), und ist  U in einem Normalteiler N von G enthalten, 

so gilt U C Jt'(N). 
A IV: Ist U ein minimales Element ~ 1 yon ~ (G ) ,  so ist U~ U g ein 

~-Subnormalteiler y o n  U fiir jedes g C G und die Menge -~ aUer Primzahlen. 
AV: I s t  UCdl(G), so ist U ein ~-Subnormalteiler yon G fiir die Menge 

aller Primzahlen. 
Triviale Beispiele subnormaler Funi~tionen stellen die Funktionen dar, dfe 

jeder endlichen Gruppe die Menge ihrer Subnormalteiler oder die Menge ihrer 
Normalteiler zu0rdnen. --  DaB es keine schwAchere subnormale Funktion gibt 
als die, die G seine Subnormalteiler zuordnet, rechtfertigt die Benennung 
dieser Funktionenklasse als subnormal: 

SATZ 7. Ist J {  eine subnormale Funktion au[ einer Klasse endlicher Gruppen, 
so-ist JI(G) -- [alls de[iniert - eine Menge subnormaler Untergruppen yon G. 

BEWEI$. Angenommen, der Satz ist falsch; dann gibt es unter den Gruppen,. 
ftir die d /de f in i e r t  ist und in denen der Satz falsch ist, eine Gruppe G yon 
minimaler Ordnung. Se i  U ein Element yon ~'(G)-minimal derart, dab U 
in G nicht subnormal ist. Sei N ein minlmaler Normaiteiler (4 : t )  yon G; 
dann ist wegen A I und der MinimalitAt yon G die Untergruppe UN[N sub- 
normal in G/N; also ist auch U N  subnormal in G. Als Subnormalteiler 4=G 
w~ire U N  in einem echteja Normalteiler V yon G enthalten; wegen A I I I  
ware dann UEJI (V) ,  und wegen der MinimalitAt yon G ist U subnormal 
in V und damit in G; das hatten w.ir aber ausgeschlossen. D~her gilt 

a) Fi~r ~eden Normalteiler N (~= t) yon G" gilt U N  ~- G," insbesondere ist 

u ~ = u ~ =  n u ~ = t .  gEN 

b) U ist ein minimales Element ~ t yon all(G), -- In ETl zeigt WIELANDT 
nAmlich, dab jeder minimale Normalteiler yon G jeden Subnormalteiler yon 
G normalisiert. -W~re U nicht minimal in Jt'(G), so g~be es ein V~=dl(G), 
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t ~ V(U .  Wegen .der Wahl von U ist V subnormal in G, wird also yon jedem 

minimalen Normalteiler N yon G normalisiert. Da heiBt abet V = N Vg(=U~ = t. 
gEN 

Wegen V 4= t i s t  dies ein Widerspruch. Daher kann es ein solches V nicht 
geben, und U ist minimal in tit'(G). 

c) G ist nicht-ein]ach. -- Sei T die Unterg~uppe yon U, die yon allen 
p-Elementen, p ein Primteiler yon o (U), v o n ' U  erzeugt wird. Sei P~ eine 
p-Sylow-Gruppe yon U. Sei g E ~ (~). Es gilt T~  Tg~ Un  U s. Aber wegen 
A IV ist U~ U s ein p-Subnormalteiter yon U, und nach der Auswahl yon g 
enth~ilt U~ U g eine p-Sylow-Gruppe yon U und damit alle. Dann ist aber 
T ~  Tg~- T, und gE~(T) .  Sei n u n Z  das Erzeugnis der Zentren aller p-Sylow-' 
Gruppen yon G flit dies feste p; dann gilt Z~9I(T) .  Es gilt (1 4=) Z4=G; 
denn w~ire Z=G,  so w~ire T normal in G mit T ~  U, was nach a)'jedoch nicht 
sein kann. 

Wegen Z4:1  f01gt nun aber aus a), dab UZ=~G ist. Nach c) ist Z ~ ( T ) ;  
das bedeutet:  t~= T = N T~(= Uz = U G = 1. Dieser Widerspruch zeigt, dab es 

gEz 
keine endliche Gruppe G der geforderten Art geben kann, dab Satz 7 also stimmt. 

BEMERKUNG. Sei ~ die 'Funktion, die der Gruppe G flit die Menge z 
aller Primzahlen alle aufl6sbaren ~-Subnormalteiler yon G zuordnet. Es ist 
klar, dab ~ '  alle Bedingungen einer subnormalen Funktion erfiiilt auBer 

- -  vielleicht --  A IV. Um einzusehen, dab ~ attch A IV erfiillt fst, erinnere 
man sich an die Transitivit~it der z-Subnormalit/it;  dann ist es klar, dal3 
minimale, aufl6sbare z-Subnormalteiler 4=t Primzahtordnung haben; dann 

"haben natiirlich zwei verschiedene den ~-subnormalen Durchschnitt t. Man 
erh~ilt daher die Aussage: 

Au]t6sbare"~-Subnormalteiler U yon G sing subnormal, /alls die Primzahl- 
menge 7~ atle Primteiler yon o (U) um]aflt. (Dies h~itte man auch direkt indukt iv  
aus der Tatsache schlieBen k6nnen, dab p-subnormale p-Untergruppen yon 
Ginjederp-Sylow-GruppevonGliegenundsosubnormalsind.)  Diese Aussage 
umfaBt natiirlich auch den Fall, dab ganz G aufl6sbar ist, und verallgemeinert 
so einen yon R. W. CARTER ([1J, 19. 625) ~ngegebenen Satz. 

Das Produkt aller minimalen Normalteiler yon G -- den Sockd yon G -- 
bezeichnen wit mit ~ (G), 

SATZ 8. Far die :~-Untergruppe U der endlichen Gruppe G sind die/olgenden 
A ussagen gleichwertig : 

O) U ist Subnormalteiler yon G. 
(ii) U ist "ein strenger ~-Subnormalteiler yon G. 

(iii) U ist ein ~-Subnormalteiler yon G, und ieder per]ekte, eink6p]ige Normal- 
teller T yon U ist mit ~edem seiner Kon~ugietten Tg, g E G, vertauschbar. 

(iv) U ist ein ~-Subnormalteiler yon G, und fiir ieden Normalteiler K yon 
G gil#: U K ~ U g K  ist ]i~r ~edes gEG ein~-Subnormalteiler yon UK. 

(v) Far ~eden'Normalteiler K '  Yon G gilt: ~ (G/K) (= ~ (UK/K). 
(vi) Fi~r ieden U enthaltenden Subnormalteiler V yon G und [i~r ~eden 

Normalteiler N yon V gilt: ~ (V/N) ~ (| (UN/N)).  
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BEWEIS. Die Eigenschaften (it) und (iv) werden roy. Subnolmalteilern 
trivial erftillt. Ist U ein Subnormalteiler yon G,. so besagt ein Satz yon 
WIELANDT ([5], Satz 20), dab U auch die Bedingung (ii~) erfiillt. -- In [7] 
zeigt WIELANDT, dab jeder minimale Normalteiler yon G -- also auch ~ (G)~ -- 
einen jeden Subnormalteiler von G normalisiert. Damit i st klar, dab tier 
Subnormalteiler U y o n  G auch die Bedingungen (V) und (vi) erfiillt. 

Dal3 (i) aus (it) folgt, ist in Satz 6 enthalten. 
(i) [olgt aus (iii). Die Funktion ~ ' ,  die G alle Untergrupi~en mit der Eigen- 

schaft (iii) zuordnet, ist subnormal; der einzige Punkt,  der fraglich ist, ist 
die Bedingung A IV. Set U eine solche minimale ~, -Untergruppe yon G; 
entweder ist U abelsch und yon Primzahlordnung und erftillt so- A IV trivial, 
oder  aber U ist nichtabelsch und einfach und daher nach (iii) mit jedem 
seiner Konjugierten vertauschbar. Aber dann garantiert der Hilfssatz ] 2, dal3 
U~ Ug ein a-Subnormalteiler yon U ist. Die Bedingung A IV ist also auch 
erfiillt, und ~ ist eine subnormale Funktion. Satz 7 besagt dann, dab U 
subnorm.al ist. 

Urn zu sehen, dab aus (iv) eben[alls O) [olgt, tiberlege.man sich, dab mit 
U auch jeder Sub normalteiler yon U dig Eigenschaft (iv) besitzt. Es /st 
klar, dab es gentigt, dies ftir einen Normal• L yon U zu zeigen. Set 
U~ US=D; dana ist LAD ein Normal*eiler yon D, ebenso Lg~D. Daher ist 
L ~ L  g ats Normalteiler des a-Subnormalteilers D nach Hilfssatz t I ein z-Sub- 
normalteiler yon G, also auch yon L. 

Set nun G eine Gruppe  minimaler Ordnung derar t ,  dab es eine Unter- 
gruppe U "~on G gibt, die zwar (iv) erfiillt, aber nicht subnormal in G ist. 
Set U eine minimale solche Gruppe. Dann ist jeder echte Subnorn~atteiler 
yon U ein "Subnormalteiler yon G. ~ Set Cp (U) die yon allen p-'Elementen yon 
U erzeugte Untergruppe yon U~. Es ist klar, dab die z-Gruppe U mit dem 
Produkt seiner C~(U) zusammenf~iiIt, wenn-p alle Primzahlen aus a durch- 

l~iuft. Ist ftir jedes p ~ a  die Gruppe Cp(U)4: U, so ist U als das Erzeugnis 
seiner echten Subn.ormalteiler Cp (U) subnormal in G, denn diese sind in G 
subnormal. Also mul3 es eine Primzahl P C a  geben derart, dab Cp(U)=U. 
Set nun P eine p-Sylow-Gruppe yon U, g Cgl (P). Der Durchschnitt U~ U g 
ist nach (iv) ein ~-Subnormalteiler yon U und enth~ilt eine p-Sylow-Gruppe 
yon U, also alle. Da U abet yon seinen p-Elementen erzeugt wird, so ist 
U~ US'= U und gC~ (U). -- Set Z die von den Zentren aller p-Sylow-Gruppen 
yon G erzeugte Untergruppe yon G. Es giit Z ~  (U). Nun gilt (iv) fiir Z U/Z 
in der Faktorgruppe G/Z von G, und wegen der Minimalit~it yon Gis t  Z U/Z 
in G/Z subnormal. Also ist Z U in G subnormal. Abet U ist normal in Z U, 
als0 auch subnormal in G -- entgegen unserev Annahmc tiber U. Dieser 
Widerspruch zeigt; dab es kein solches G geben kann, dab daher (i) aus (iv) 
folg,. 

Aus (v) /olgt (i). Dies wird durch Induktion nach der L~inge der Kompo- 
sitionskette yon G bewiesen. Set G eine Gruppe derart, dab ftir alle Gruppen 
ktirzerer Kompositionsl~inge die Subnormalit~it bereits als Folge yon (v) nach- 
gewiesen ist. -- Set K ein minimaler Normalteiler (4~ l) yon G. Nach Voraus- 



Sylow-Gruppen und Subnormalteiler endlicher Gruppen 9.19 

setzullg ist die Bedingung (v) aber ill G/K ftir die Ulltergruppe UK/K 
erffillt. Da die Kompositionsl~inge yon G/K kleiner ist als die yon G, so 
ist UK/K subnormal in G/K; also ist U K  subnormal ill G. Als minimaler 
Normalteiler ist K aber direkter Faktor  yon ~ (G). Die Bedingung (v)besagt, 
dab K(=~(U). Daher ist U Normalteiler des Subnormalteilers UK yon G, 
und so selbst subnormal in G. 

Aus (vi)/olgt (i). In Gruppen ktirzerer Kompositionsl~tnge als G sei diese 
Implikation bereits ilachgewiesen. -- Sei K ein minimaler Normalteiler yon G. 
Ill der Gruppe G/K gilt (vi) ftir die Unfergruppe UK/K. Da die Kompositions- 
l~tnge yon G/K kfirzer ist als die Kompositionsl~inge voll G, so gilt die Fol- 
gerung in G/K llach Induktionsvoraussetzung, ulld UK/K ist subnormal in 
G/K; also ist UK subnormal in G. 

Gibt es nun einen millimalen Normalteiler K von G derart, dab UK ~: G, 
-so ist U subnormal in UK und also auch in G, denn die Kompositionsl~tnge 
des Subllormalr U K  yon G i s t  in diesem Fall kleiner ais die Kompo- 

sitionsl~nge roll G, und (vi) gilt auch in U K  ftir U. 
Andernfalls ist aber UK----G ftir jeden minimalen Notmalteiler K yon G. 

Die Bedingung (vi) besagt (ffir V=G),  dab K den Sockel | normalisiert. 
Aber dalln ist | (U) als Normalteiler yon U auch in K U = G llorma]. -- W~ihlt 
man nun den minimalen Normalteiler K__(| __( U, dann sieht man ,  dab 
U =  UK=G.  Also ist U tr~ivialerweise subnormal. 

Damit ist Satz 8 vollstSndig bewiesen. 

BEMERKOI~G. Der Beweis der Gleichwertigkeit yon (i), (v) und (vi) benutzte 
die Endlichkeit der Gruppe G nicht v611ig, sondern kam mit der Endlichkeit 
der Kompositi011sl~inge yon G aus. Da die benutzten S~tze yon WIELANDT 
auch fiir Gruppen mit endlicher Kompositionsl~illge gelten (E5J, E7J), so ist 
die Gleichwertigkeit dieser Bedingullgen auch in dieser weiteren Klasse yon 
Gruppen bewiesen. -- Nebenbei sei bemerkt, dab sich aus der Gleichwertigkeit 
yon (i) und (v) auch ein neuer Beweis ftir den bekallntell Satz (WIELANDT E5], 
Satz 7) ergibt, dab in Gruppell endlicher Kompositionsl~nge die Vereinigung 
zweier Subnormalteiler wieder subllormal ist. 

BEMERKUNG. Aus Satz 6 folgt die Aussage: 
Werden die streng ~-subnormalen Untergruppen A und B yon G beide yon 

ihren xc-Elementen erzeugt, so ist (A, B} in G streng ~-subnormal. -- Ohne die 
Voraussetzung fiber die ~'-Erzeugbarkeit von A und B gilt diese Aussage im 
allgemeinen jedoch ~icht, dies zeigt ein 

BEISPIEL. Sei C die nicht-abelsche Gruppe der  Ordnung 6. Sei G eine 
einfache Giuppe, die eine zu C isomorphe Ulltergruppe enth~It, die wir mit 
C identifizieren. Seien A und B zwei verschiedene 2-Sylow-Gruppen yon C. 
Trivialerweise sind A und B streng 3-subnormal in G. Aber {A, B}----C ist 
llicht 3-subnormal in G; denn sonst w~tre die (ill C normale) 3-Sylow-Gruppe 
yon C ein 3-Subnormalteiler und damit subnormal, was der Eillfachheit yon 
G widerspr~tche. -- Dutch leichte Ab~inderung des Beispiels sieht man, dal3 
bei Verzicht auf die ,,Strenge" an der im Beispiel gegebellell Situation auch 
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durcll die Forderung nichts ge~indert wird, daft die r Ordnungen der ~-Sub- 
normalteiler A und B dutch alle Primzahlen aus ~ teilbar sind. 

Im Zusammenhang mit der ~-Subnormalit~t einer Untergruppe U yon G 
kann man sich fragen, unter welchen Bedingungen aus der ~-Subnorfnalit~t 
yon U &  G die Nichteinfachheit yon G folg t. -- Eine andere Frage ist, un te r  
welchen Bedingungen aus der ~-SubnormalitAt yon U auf die Existenz eines 
Subnormalteilers V~=t yon G mit V__C U geschl0ssen werden kannl Ein (sehr 
spezieller) Beitrag, hierzu ist 

SATZ 9. Sei pq ein Teller der Ordnung der Untergruppe U der endlichen, 
aufl6sbaren Gruppe G. Enthiilt U keine Elemente der Ordnung pq, so /olgt 
aus der Bedingung, daft U ein pq-Sl~bnormalteiler yon G ist, daft U einen 
Normalteile/ V enthiilt, der in G subnormal ist, mit (pq, o(V)) ~= t. 

BEWE~S. Angenommen, der Satz sei falsch; dann gibt es unter den end- 
lichen, aufl6sbaren Gruppen, die Untergruppen enthalten, welche zwar den 
Voraussetzungen des Satzes genfigen, nicht aber der Folgerung, eine Gruppe G 
yon kleinster Ordnung. Sei U minimal unter den Untergruppen yon G, welche 
die Voraussetzungen des Satzes erfiillen, nicht abet die Folgerung. 

a) U enth~lt ke~nen p q-Normalteiler ~ 1 ; denn ein solcher w/ire nach Hilfs- 
satz t t  auch  pq-subnormal in G und damit nach der Bemerkung zu Satz 7 
sogar subnormal in G. Dies aber widerspr/iche unserer Annahme tiber U. 

b) Fi~r ?'eden minimalen Normalteiler N ( 4  t) yon G gilt der Satz ]i~r UN/N 
in  G/N: Da o (G/N) <~ o (G), so folgt aus der Minimalititt yon G die Gtiltigkeit 
des Satzes ftir UN/N, falls UN/N in G/N die Voraussetzungen erftillt. Nach 
Hilfssatz 9 ist UN/N ein pq-Subnormalteiler yon G/N; da es bereits in U, 
keine Elemente der Ordmmg pq gibt, so kann es in UN/N anch keine geben. 
Nach a) gibt es in U keinen p q-Normalteiler ~ t,  d.h. abet: (/5 q, o (Nc~ U)) = 1 ; 
dann teilt aber pq a uch die Ordnung yon UN/N. Damit sincl die Vor.aus- 
setzungen von Satz 9 ftir UN/N in G/N nachgewiesen, und in G/N gibt es 
also einen Subnormalteiler V/N, tier normal ist in U N/N und (p q, o (V/N)) ~= 1 
erfiillt. O.B.d:A. nehmen wit an, p teilt o(V/N). 

c )  Der minimale Normalteiler N yon Gis t  eine p-Gruppe. -- Nach Hilfs- 
satz t2 ist V ~ U  ein pq-Subnormalteiler yon V. Nach dem Dedekindschen 
Modulsatz hat V die Form V = N ( U ~ V ) .  -- Ist  die elementar-abelsche 
Gruppe N keine p-Gruppe, so ist jede ~-Sylow-Gruppe y o n  V bereits in Uc~ V 
enthalten, also auch der yon diesen aufgespannte Normalteiler R yon V. 
Nun ist R eine charakteristische untergruppe yon V und daher normal in 
UN; also ist R auch normal in U. Abet R t~tte das Verlangte, und dies wider- 
spr~iche der Wahl yon U. -- Also ist N ei1{e P-Gruppe. 

d) q teilt die Ordnung von Uc~ V nicht; denn da N eine p-Gruppe ist, so 
ist j ede  q-Sylow-Gruppe yon V bereits in U ~ V  entl~alten, der. "con allen 
q-Sylow-Gruppen yon V erzeugte Normalteiler yon U t~tte das Verlangte im 
Widerspruch ztt unserer Annahme tiber U. 

Sei S der yon allen q-STr yon U N  erzeugte Normalteiler von 
UN. Da U aber q-subnormal ist, so enth~lt U bereits S als Normalteiler. 
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Es gilt D = Sc~ V ist normal  in UN, also auch in U. Aber  D ist als Normal-  
teller yon  UN auch in V normal  und  daher Subnormaltei ler  yon  G. Ware  
nun (Tbq, o(D))=[=t, so w/ire D e i n  N0rmalteiler yon  U, wie er in der Aus- 
sage  des Satzes gefordert ,  in unserer Annahme  jedoch ausgeschlosse~a war 
Daher  gilt 

e) (pq, o(D))=t. 
U/D enth~tlt aber  den Normaltei ler  S/D • (Uc~ V)/D. Da S/D E1emente 

der Ordnung q und  (Um V)/D Elemen• der Ordnung ~b enth{ilt, so gibt es in 
dem direkten P roduk t  der beiden Normalteiler yon  U/D Elemente  der Ord- 
hung ibq. - -  Das  ist aber unmSglich;  denn wir ha• vorausgesetz t ,  dab es 
sogar in U keine Elemente der Ordnung p q gibt. Dieser Widerspruch zeigt, 
dab es ein G mit  den angenommenen Eigenschaften nicht  geben kann, dab 
also der Sa• gilt. 

BEMEI~I~UNG. Es. scheint eine sehwer zu entscheidende Frage zu sein, ob 
man  in Satz 9 die Bedingung fortlassen kann, dab U keine Elemente  der 

�9 Ordnung p q enthalte.  - -  Ebenso liegt es nahe zu fragen, ob die Aussage yon 
Satz 9 richtig bleibt, wenn m a n  die AuflSsbarkeit h6chstens noeh yon  U 
(aber nicht  mehr  yon  G) fordert.  
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