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"Im allgemeinen ist das Produkt zweier Untergruppen 4 und B einet
Gruppe G, also die Menge aller Elemente g -von G von der Form g=ab mit
a€A, b€ B keine Gruppe. Ist dies aber der Fall, so nennt man die Unter-
gruppen 4 und B miteinander vertauschbar. Normalteiler von G sind mit
allen Untergruppen von G vertauschbar.

Ist nun eine Untergruppe 4 von G mit ,,vielen* Untergruppen von /=
vertauschbar, so liegt es nahe zu vermuten, daB G nicht einfach ist und daB
man iiber die Lage von A im Verband aller Untergruppen von G eine Aus-
sage machen kann. So hat ORE in [4] gezeigt, daB 4 in G subnormal ist,
falls A mit allen Untergruppen der endlichen Gruppe G vertauschbar ist.
Allgemein gilt (KEGEL [2], Satz 3):

Ist die Untergruppe A (3=1) mit der Untergruppe B (3=1) der endlichen
Gruppe G sowie mit sidmtlichen Konjugierten von B in G vertauschbar und
ist A B=G, so besitzt G einen nicht-trivialen Normalteiler, der entweder 4 -
oder B enthilt. :

Im ersten Teil dieser Arbeit werden nun die Voraussetzungen des ‘oben
erwihnten Oreschen Resultats wesentlich abgeschwicht. Trotzdem erhilt man
das Ergebnis:

- Die Gesamtheit der Untergruppen von G, die mit allen Sylow-Gruppen
von G vertauschbar sind, bildet einen (im allgemeinen echten) Teilverband
des Verbandes aller Subnormalteiler von G. — Ist G perfekt, so stimmt dieser
Verband mit dem Verband aller Normalteiler von G iiberein*.

Eine notwendige Bedingung fiir die Subnormalitit dér Untergruppe A4
in der endlichen Gruppe G ist

() Fir jede p-Sonw—Grﬁppe S von G und fiir jede Primzahl ¢ ist AnS
eine p-Sylow-Gruppe von 4. '

Ist die Untergruppe 4 mit der p-Sylow-Gruppe S von G vertauschbar,
so ist A~ S eine p-Sylow-Gruppe von 4. Also ist die Bedingung (*) eine
Abschwichung der Forderung, dafl 4 mit allén Sylow-Gruppen-von G ver-
tauschbar sei.

*) Wie mir Herr SzEP mitteilt, ergibt sich der letzte Teil dieses Resultats auch in
einer Arbeit von N. It und J. Sz£®, die in den Acta Sci. Math. Szeged erscheint.  Ande-
rerseits ergeben sich die Ergebnisse jener Arbeit leicht aus den Resultaten des ersten
Teils dieser Arbeit. '
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Ob aber die Eigenschaft () bereits hinreichend ist fiir die Subnormalitit
von 4 in G, haben wir nicht entscheiden kénnen. Jedoch werden wir im
zweiten Teil dieser Arbeit Verschirfungen von (x) angeben, die sowohl not-
wendig als auch hinreichend dafiir sind, daB 4 in G subnormal ist. So gilt
zum Beispiel:

Die Untergruppe 4 der endlichen Gruppe G ist genau dann subnormal
in G, wenn A die Bedingung (x) erfiillt, und wenn auBerdem jeder perfekte,
einkopfige Subnormalteiler T von 4 mit jedem seiner Konjugierten in G
vertauschbar ist.

Auf dem Wege zum Beweise dieser Sitze werden einige Nebenresultate
von vielleicht unabhéngigem Interesse hergeleitet, etwa das Nichteinfachheits-
kriterium Satz 6. Alle diese Resultate werden wir in einem etwas allgemeineren
Rahmen gewinnen, der sich ergibt, wenn wir Bedingungen wie (¥) nur fir
Primzahlen $ aus einer vorgegebenen Primzahlmenge z fordern.

Es sei noch folgender Satz erwihnt, der ein Gegenstiick zu einemn Wielandt-
schen Resultat [7] darstellt:

Die Untergruppe 4 der endlichen Gruppe G ist genau dann subnormal in G,
wenn fiir jeden Normalteiler N von G jeder minimale Normalteiler von G/N
im Normalisater von A N/N liegt.

Herrn Professor Dr. R. BAER bin ich fiir zahlreiche wertvolle Ratschlige
und Hinweise zu groBem Dank verpflichtet.

BEZEICHNUNGEN UND DEFINITIONEN
Sei U eine Untergruppe der Gruppe G.

U® = Menge aller Uf = g1 Ug mit g€G.
U = Durchschnitt aller U mit g€G.

N (U) = Normalisator von U in G.

B(U) = Zentrum von U.

€ (U) = Zentralisator von U in G.

Untergruppen 4 und B von G heillen vertauschbay, wenn fiir sie Erzeugnis-
bildung und Komplexmultiplikation gleichwertig sind:

{4,B}=AB=BA.

0(G) = Ordnung von G.

7 bezeichnet in dieser Arbeit stets eine Menge von Primzahlen.

-mi-Element = Element, dessen Ordnung nur Primteiler in 7 hat.

7-Gruppe = Gruppe, deren Ordnung nur Primteiler in & hat, oder (fiir
endliche Gruppen) gleichwertig, die nur aus 7-Elementen besteht. ‘

n-Zahl = natiirliche Zahl, die nur Primteiler in = h)at.

Die Gruppe G heiBt perfekt, wenn sie mit ihrer Kommutatorgruppe G’
ibereinstimmt.

Die Gruppe G heilit einkdpfig, wenn sie genau einen maximalen Normal-
teiler (3= G) besitzt.
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Die Untergruppe U von G heilt subnormal in (ein Subnormalteiler von) G,
wenn U in einer Kompositionsreihe von G auftritt. Alle betrachteten Gruppen
sind endlich.

§ 1. m-Quasinormalteiler
Bei der Betrachtung vertauschbarer Untergruppen einer endlichen Gruppe
erweisen sich die folgenden beiden wohlbekannten Hilfssdtze (man vgl. etwa
ORE [3], p. 159 und [4], p. 433) oft als niitzlich:
Hirrssatz 1. Ist die Untergruppe A mit den Untergruppen B und C von
G vertauschbar, so auch mit dem Erzeugnis {B, C}.

HirLrssatz 2. Die Untergruppen A und-B der Gruppe G sind genaun dann
wmiteinander vertauschbar, wenn gilt

.0({4, B}) =0(4) o(B):0(4~ B).

ORE definiert in [4]: Eine Untergruppe U der endlichen Giruppe G heiBle
quasinormal, wenn U mit jeder Untergruppe von G vertauschbar ist. — Wir
wollen diese Forderung abschwichen und die Vertauschbarkeit nur fiir gewisse
Sylow-Gruppen von G fordern:

DerFiniTiON 1. Die Untergruppe U der endlichen Gruppe G heiBe n-quasi-
normal (ein w-Quasinormalteiler), wenn U P =P U fiir jede $-Sylow-Gruppe P
von G und jedes p aus der Primzahlmenge m gilt. (Ist zx die leere Menge,
so ist 1 die einzige m-Untergruppe von G, und jede Untergruppe von & ist
m-quasinormal.) '

Bilder m-quasinormaler Untergruppen von G unter Epimorphismen von'
G sind im Bild von G wieder m-quasinormal; denn bei Epimorphismen gehen
Sylow-Gruppen in Sylow-Gruppen iiber und Vertauschbarkeitseigenschaften
bleiben erhalten.

Ist U ein m-Quasinormalteiler von G und ¥ einer von H, so ist UxV
ein w-Quasinormalteiler von G xH. — AuBerdem gilt der

Hivrrssatz 5. Ewnthdli die Untergruppe R den s-Quasinormalieiler U von G,
s¢ ist U auch s-quasinormal in R.

- Beweis. Sei Q eine p-Sylow-Gruppe von R mit p €x. Dann gibt es eine
p-Sylow-Gruppe P von G mit P~ R = @; und nach dem Dedekindschen Modul-
satz gilt nun

UQ=U{PAR=UP~R=PU~R=(P~R\U=QU.

. Hirrssatz 4. Ist der m-Quasinormalteiler U von G mit der Untergruppe V
von G vertauschbar, dann ist U~V ein m-Quasinormaiieiler von V.

Bewegrs. Nach ‘Hilfssatz 3 ist U ein.n-Quasinormalteiler von UV. Zu
jeder vorgegebenen p-Sylow-Gruppe @ von V gibt es eine Q= P~V erfiillende
p-Sylow-Gruppe P von UV. Ist p€a, so ist UP=PU, wobel aus Hilfs-
satz2 PU=(PnV)U=0QU folgt. Nach dem Dedekindschen Modulsatz giit
nun PUNV=QUnV=0Q(UnV). Da Q(U~V) eine Gruppe ist, so gilt
QUAV)=(UnV)Q, und U~V ist ein n-Quasinormalteiler von V.

14*
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BeEMERKUNG. Genau so wie Hilfssatz 4 beweist man, daB der Durchschnitt
eines Quasinormalteilers U von G mit einer Untergruppe V von G quasi-
normal in V ist. — Dagegen ist aber der Durchschnitt zweier Quasinormal-
teiler von G im allgemeinen kein Quasinormalteiler, dies zeigt etwa das
folgende, einfache Beispiel, auf das mich Herr 116 aufmerksam machte: Sei
P =2 eine Primzahl, A ={a, b; a?"=bP=1, blab=a'"?}, und sei G das direkte
Produkt von A mit einer zyklischen Gruppe {z} der Ordnung . Dann sind
A und B={b} x{z} Quasinormalteiler von G, aber {6}=A4~ B ist nicht mit
der Untergruppe {za} vertauschbar, also nicht quasinormal in G.

Hirrssatz 5. Ist M ein maximaler m-Quasinormalteiler, der in G wicht
normal ist, so ist entweder jedes m-Element von G bereits in M enthalten und
M ist also- insbesondere eine maximale Untergruppe von G, oder der Index
[G:M] ist Potenz einer Primzahl p aus m.

Brwris, Sind alle n-Elemente von G bereits in M enthalten, so ist die
Forderung, daB M ein m-Quasinormalteiler sei, keine Einschrinkung; M ist
dann also eine maximale Untergruppe von G. — Angenommen nun, es gebe
n-Elemente auBerhalb von M ; sei Q der von allen z-Elementen von G erzeugte
Normalteiler. Dann ist M Q=G; denn sonst wire nach Hilfssatz 41 die Unter-
gruppe M Q=G ein m-Quasinormalteiler von G, der M echt enthilt, dies
aber widerspriche der Maximalitdt von M.

Da M nicht normal ist, so gibt es wenigstens ein p-Element g fiir ein pas-
sendes $ € 7, das M nicht normalisiert. Angenommen, [G: M| =9%m, (p, m}=1,
sel m==1; dann gilt filr eine p-Sylow-Gruppe P von G, die g enthalt

MC{M, M <M P+G.

{M, M?#} ist also wegen Hilfssatz 1 eine echte m-quasinormale Untergruppe
von G, die M echt enthilt. Dies widerspricht der Maximalitit von M. —
Daher ist m=1, und [G:M] ist Potenz einer Primzahl ¢ aus a.

Ein dhnliches Argument ergibt den etwas schirferen

Hriirssatz 6. Sei M maximal unter den n-Quasinormalteilern von G derart,
daf [G: M) keine m,-Zahk sei fiir eine festgewihite Teilmenge o, von 7 (B 7 Cm).
Sei Q der von allen ,-Elementen von G erzeugte Normalteiler. Dann ist QSR (M),
und entweder gilt G=M Q; oder aber QC M, und M ist ein maximaler w-Quasi-
normaliesler von G.

Bewers. Es gilt QCN(M); denn gibe es ein m;-Element g von Primzahl-
potenzordnung mit g¢N (M), und wire P eine Sylow-Gruppe von G mit
g€ P, so hitte man MC{M, M:}CM P, und [G:M] unterschiede sich von
[G {M, M®}] nur um einen g;-Faktor; d.h. [G:{M, M®}] wire ebenfalls
keine m;-Zahl. Abér nach Hilfssatz 1 wire mit M auch {M, M?#} ein s,-Quasi-
normalteiler von G, so daB wir einen Widerspruch gegen die Maximalitit von
M bekidmen. ’
Angenommen nun:-QM ==G. Dann ist nach Hilfssatz 1 die Untergruppe
. QM ein m-Quasinormalteiler von G. Nun sind aber alle #-Elemente von G
bereits in @ enthalten, daher kann [G: QM ["keine m;-Zahl sein. Wegen der
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Maximalitit von M heiBt das, QM =M, und daher Q<M. — Damit ist der
Hilfssatz bewiesen.

Hirrssatz 7. Ist 7, (29) eine Teilmenge der Primzahlmenge m, und ist M
maximal unter den w-Quasinormalteilern von G derart, daf [G: M ] keine n-Zahl
ist. Enthilt n alle Primieiler von o(G), so ist M ein Normalteiler von G.

Bewszls. ‘Angenommen, M sei nicht normal in G; dann ist nach den Hilfs-
sitzen 5 und 6 der Index [G:M] Potenz einer Primzahl $ aus m. Sei 7, die
Primzahlmenge, die verbleibt, wenn man aus z die Primzahl p herausnimmt:
7t,=m —p; dann ist [G: M] keine ;m,-Zahl. Sei T der von allen m,-Elementen
von G erzeugte Normalteiler. Aus Hilfssatz 6 folgt: TCM. In der -Gruppe
G/T ist. M|T in einem echten Normalteiler N/T enthalten. Daher enthilt N
auch M. Aber M war ein maximaler n-Quasinormalteiler; daher haben wir
M =N. Dies widerspricht der Annahme, M sei nicht normal in G.

Hilfssatz 7 enthilt als Spezialfall einen Satz von ORE iiber Quasinormal-

- teiler ([4], p. 438, Thecrem 16). Eine Verallgemeinerung dieses Satzes ([4],
p- 438, Theorem 19) ist enthalten in

Satz 1. Ist die n-Untergruppe U ein n-Quasinormalteiler von G, so ist U
subnormal in G.

BewEels. Angenommen, der Satz sei fiir #-Gruppen falsch; dann gibt es
eine 7-Gruppe minimaler Ordnung G, die eine m-quasinormale, aber nicht
subnormale Untergruppe U enthilt. Nun ist U aber in einér maximalen .
n-quasinormalen Untergruppe N von G enthalten. Nach Hilfssatz 7 ist N
Normalteiler in G. Der Minimalitit von G wegen ist der z-Quasinormal-
teiler- U ein Subnormalteiler von N, also auch von G. Das widerspricht der
Annahme, U sei nicht subnormal. — Damit gilt Satz 1 fiir #z-Gruppen.

Besitze nun o(G) einen Primteiler, der nicht in s enthalten ist. — Seien
V eine maximale n-quasinormale zz-Untergruppe von G, g ein z-Element von
Primzahlpotenzordnung, das V nicht normalisiert und P eine p-Sylow-Gruppe
von G, die g enthélt. Dann ist V{V, V&< V P. Aber {V, V#¢} ist nach Hilfs-
satz 1 ein z-Qudsinermalteiler von G, und weil V P eine z-Gruppe ist, so
ist es auch {V, V&}. Das widerspricht aber der Maximalitit von V. — Also
normalisiert jedes n-Element von G den m-Quasinormalteiler V. Aber dann
ist V' Normalteiler der charakteristischen Untergruppe K von G, die von
allen n-Elementen von G erzeugt wird. — Da V .als maximaler n-Normal-
teiler von K eine charakteristische Untergruppe von K ist, so ist V auch
charakteristisch in G.

Nun ist aber jede #-quasinormale z-Untergruppe von  in einer maximalen,
also in V enthalten und nach Hilfssatz 3 auch ein z-Quasinormalteiler von V.
In der #-Gruppe V ist aber jeder m-Quasinormalteiler nach dem ersten Teil
dieses' Beweises subnormal und damit auch in G. — Damit ist Satz 1 bewiesen.

“Hirrssatz 8. Ist der Subnormalieiler U mit der p-Sylow-Gruppe P von G
vertauschbar, so ist U(p), die von allen Elementen von U mit zu'p primer Ordnung
“erzewgte Untergruppe von U, Normalteiler von U P. Ebenfalls ist K(U), der’
kleinste Normalteiler von U wmit auflosbarer F aktorgruppe normal in U P,
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Bewers. Alle g-Sylow-Gruppen von U P mit g 5= liegen in dem Subnormal-
teiler U, also auch in U(p), und U(p) ist eine charakteristische Untergruppe
von UP. — Jede charakteristische Untergruppe von U(p) is somit auch in
U P charakteristisch. — Da nun K(U)= ;b)) =K(U P) gilt, so ist K(U)
sogar charakteristische Untergruppe von UP

Hilfssatz 1 besagt, daBB die Vereinigung zweier z- Quasmormalteller von G
wieder m-quasinormal ist. Dasselbe gilt wenigstens auch fiir Durchschnitte
z-quasinormaler Subnormalteiler. Dies zeigt der

SaTz 2. Die m-quasinormalen Subnormalteiler von G bilden einen (im all-
gemeinen echien) Tetlverband des Verbandes aller Subnormalieiler von G.

BeEwegls. Sind U und V zwet aquuasinorrnale Subnormalteiler von G, so
sind Durchschnitt und Vereinigung von U und V wieder subnormal in G
(WieLANDT [5],  Satz 7); wegen Hilfssatz 1 ist {U, ¥} auch z-quasinormal.
Um Satz 2 zu beweisen, miissen wir daher nur zeigen, da U~V auch ein
7t-Quasinormalteiler von G ist.

Sei p €z und P eine beliebige p-Sylow-Gruppe von G. Hilfssatz 9 besagt,
daB PER(U(p)) und PCR(V(p)). Daraus folgt

PCR(UB) ~R(UP)) SR(UB) V().

Nun ist aber [UnV: U(p)~V{p)] eine p-Potenz; denn U(p) enthilt simt-
liche ¢g-Elemente von U fiir jede Primzahl g == #; ebenso enthilt V(p) simtliche
g-Elemente von V fiir jede Primzahl g=$. Daher enthilt U(p)~V(p) alle
g-Elemente von UnV, so daB [UnV: U(p)~V(p)] eine p-Potenz sein muB. —
Also ist U(p)~V(p) mit jeder p-Sylow-Gruppe B, von UnV vertauschbar:-
UnV=PF(U@p)~V(p)). Da U~V aber ein Subnormalteiler von G ist, so hat
die p-Sylow-Gruppe P von G mit UnV eine p-Sylow-Gruppe B, von UnV
gemein. Da P, in P enthalten ist, so ist es auch mit P vertauschbar. Wegen
PR (U(p)~V(p)) ist nach Hilfssatz 1 die Untergruppe B, (U(p)~V (p)) =U~V
mit P vertauschbar. — Diese Uberlegung gilt fiir jedes p€x und fiir jede
$-Sylow-Gruppe P von | G. Damit ist gezeigt, daB UnV in G auch n-quasi-
normal ist, und Satz 2 ist bewiesen.

BEMERKUNG. Da nach Satz 1 jede m-quasinormale m-Untergruppe von G
subnormal ist, so gilt folgende Ergdnzung zu Satz 2:

Ist 71, Cm, so bilden die m-quasinormalen sty-Untergruppen von G einen (im
allgemeinen echten) Teilverband des Verbandes der Subnormalteiler von G. —
(Denn die Vereinigungsgruppe zweier s;-Untergruppe von G, die subnormal
sind, ist wieder eine z;-Untergruppe von G, (WIELANDT [§], Satz 7).

In Satz 2 kann man die Voraussetzung, daB U und V¥ subnormal sind,
nicht ganz fallen lassen. Dies zeigt folgendes

BEISPIEL. Sei G die einfache Gruppe der Ordnung 60. Der Normalisator
einier 2-Sylow-Gruppe von G ist eine echte 5-quasinormale Untergruppe von G.
Nimmt man nun den Normalisator einer anderen 2-Sylow-Gruppe von G und
bildet den Durchschnitt D dieser Normalisatoren, so hat D die Ordnung 3,
da die 2-Sylow-Gruppen von G nur das Einselement gemein haben. D kann
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aber nicht 5-quasinormal sein; denn sonst erfiillten die 5-Sylow-Gruppe F
von G und D. die Voraussetzungen von (KEGEL [2] Satz 1), und G wire
nicht-einfach.

Satz 3%). Ist die Untergruppe U mit jeder Sylow-Gruppe von G vertauschbar;
dann folgt aus jeder der beiden Aussagen

(@) U st perfekt, und (ii) G ist perfekt,

daf U sogar Normalteiler von G ist. — K(U), der kleinste Normalteiler von U
mat auflosbarer Faktorgruppe, ist stets normal in G.

Brweis. Da U mit allen Sylow-Gruppen von G vertauschbar ist, so ist
U subnormal in G nach Satz 1. Nach Hilfssatz 8 ist K(U) =K (U(¢)) Normal-
teiler von U P fiir jede p-Sylow-Gruppe P von G und fiir jede Primzahl p.
Damit ist aber K(U) Normalteiler von G. — Da U perfekt ist, so ist K(U)=U.
Daher folgt aus (i), daB U Normalteiler von G ist.

Um zu zeigen, daB auch (ii) die Normalitdt von U nach sich zieht, nehmen
wir an, der Satz sei falsch und G sei ein Gegenbeispiel kleinster Ordnung.
Sei U von kleinster Ordnung unter den Untergruppen von G, die zwar mit
allen Sylow-Gruppen von G vertauschbar, aber keine Normalteiler von G
sind. Sicherlich ist K(U) Normalteiler von G. Aber G/K(U) ist auch perfekt;
wire nun K(U) =1, so wire wegen der Minimalitit von G die Untergruppe
U/K(U) normal in G/K(U). Das hieBe aber, dal U in G normal ist, was wir
ausgeschlossen hatten. Also ist K(U)=1, und U ist auflisbar. — Ein mini-
maler Subnormalteiler V' der auflésbaren Gruppe U hat Primzahlordnung p;
da U selbst nach Satz 1 Subnormalteiler von G ist, so ist auch V' subnormal
i* G, und {V°} ist ein p-Normalteiler von G. Nunm ist aber Un{V®} nach
Satz 2 auch mit allen Sylow-Gruppen von G vertauschbar. Ist U=k U~{V°}
(==1), so ist wegen der Minimalitit von U der Subnormalteiler Un{V¢}
normal in G. Wegen der Minimalitit von G ist dann U/(U~{V*}) normal
in G/(Um{VG}) und daher wire U normal in G, was wir aber ausgeschlossen
hatten. — Es ist also UC{V®}, und U ist eine p-Gruppe. Nach Hilfssatz 8 -
wird nun U fiir jede Primzahl ¢==% von jeder ¢-Sylow-Gruppe von G nor-
malisiert, also auch von G(p), der von allen Elementen mit zu p primer
Ordnung in G erzeugten Untergruppe von G. Da G perfekt ist, ist aber
G(p)=G; und damit ist U Normalteiler von G. Das widerspricht aber unserer
Annahme iber U und G. — Es kann daher kein solches Gegenbeispiel G
geben; dies beweist den Satz.

BEMERKUNG. Ahnlich wie aus (i) kann man die Normalitit von U auch
folgern aus -

(i) U wird von seinensz-Elementen erzeugt und G von seinen s'-Elementen
(dabei sei n’ die Menge aller Primzahlen auflerhalb der Primzahlmenge 7).

Satz 4. Ist die Untergruppe U von G mit allen Sylow-Gruppen von G
vertauschbar, dann sind folgende Aussagen gleichwertig':
(i) U ist Normalteiler von G.

*) vgl. FuBlnote S. 205. .
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(i) Die m-Untergruppe U ist normal in jeder sie ewthaltenden n-Unter-
gruppe von G, x sei-die Menge der Primieiler von o(U).

(iii) Zu jeder Primzahl p gibt es eine p-Sylow-Gruppe P von G, so daf
U~ P normal in P ist. _ _

Beweis. DaB (ii) und (iii). Folgen aus (i) sind, ist klar. — Erfiille U die
Bedingung (ii). Sei p§n, P eine p-Sylow-Gruppe von G, dann ist Un P=1
ein Normalteiler von P. Ist aber p€n, so ist U nach (ii) in UP normal.
Das heiit U P ist normal in der $-Sylow-Gruppe P von G. — Damit folgt
(iii) aus (ii). . ,

Erfille U nun die Bedingung (iii). Sei P eine $-Sylow-Gruppe von G so,
daB P~U normal in P ist. Nach Hilfssatz 8 ist U(p) normal in U P. Nach
unserer Wahl von P ist U~ P normal unter P, also ist U(p)(UnP)=U
normal in U P. Daher enthilt R(U) mindestens eine p-Sylow-Gruppe von G
fiir jede Primzahl p. Also ist % (U)=G. Damit ist der Satz bewiesen.

§ 2. m-Subnormalteiler

Subnormalteiler U von G werden von einer Sylow-Gruppe S von G stets
langs einer Sylow-Gruppe UnS von .U geschnitten, Die Frage liegt nahe,
ob diese Eigenschaft die Subnormalteiler unter den Untergruppen von G kenn-
zeichnet. Diese Frage konnten wir nur 'unter zusitzlichen Voraussetzungen
bejahen, werden sie jedoch zunichst in allgemeiner Form angreifen.

DEerinITION 2. Die Untergruppe U der endlichen Gruppe G heiit m-sub-
normal (ein n-Subnorinalteiler), wenn fiir jedes p aus der Primzahlmenge x
und fiir jede p-Sylow-Gruppe P von G der Durchschnitt U~ P eine p-Sylow-
Gruppe von U ist.

Jeder Subnormalteiler von G ist #-subnormal. Aus Hilfssatz 2 folgt, daB
auch die n-Quasinormalteiler von G m-subnormal sind. — Ist z die leere
Menge, so ist jede Untergruppe von G ein’ z-Subnormalteiler. Leicht aus
Definition 2 folgt der allgemeinere

Satz 5. In der endlichen Gruppe G sind die folgenden Aussagen gleichwertig :
(i) Jede Untergruppe von G ist ein g-Subnormalieiler. -
(i) Jede Untergruppe von G ist ein m-Quasinormalleiler.
(iii) Die Menge. aller n-Elemente von G erzeugt einen nilpotenten Normal-
teiler von G.

Bewgss. Ist in G die Bedingung (iii) erfiillt, so ist fiir jedes p€m die
p-Sylow-3ruppe von G normal in G, und (ii) gilt. DaB aus (if) auch (i) folgt,
hatten wir oben bemerkt.

Es gelte (i) in G. Wir diirfen-annehmen #z3=¢. Dann sind-auch die p-Sylow-
Gruppen P fiir p €z vou G m-subnormal. Ist aber die p-Sylow-Gruppe von -
G ein p-Subnormalteiler, so ist P in jeder p-Sylow-Gruppe von G enthalten;
d.h., Pist Normalteiler von G. Bildet man das direkte Produkt dieset $-Sylow-
Grupperi von G fiir alle p Cz, so ist dies ein nilpotenter Normalteiler von G;
der simtliche n-Elemente von G enthilt. Damit folgt auch (iii) aus (i)..

Sei &, die Menge aller m-Subnormalieiler von G.
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DeriniTION 3. Die Untergruppe U der endlichen Gruppe G heiBt stremg
n-subnormal, wenn UnV fir jedes V€, ein m-Subnormalteiler von T ist.

Da G€ ¥, so ist insbesondere jede streng m-subnormale Untergruppe von
G auch -w-subnormal. Die Umkehrung gilt jedoch nicht; dies zeigt in der
einfachen Gruppe der Ordnung 60 der Normalisator N einer 5-Sylow-Gruppe:
N ist 2-subnormal, aber N~ N¢ hat die Ordnung 2 (falls N¥<=N) und kann
nicht 2-subnormal in N sein, denn N~ N¢ ist eine 2-Sylow-Gruppe von N,
die 2-Sylow-Gruppen. von N haben aber nur das Emselement gemem

HiLrssatz 9. Ist U ein (strenger) m-Subnormalieiler von G und o ein
Epimorphismus von G auf H, so ist U° ein (strenger) m-Subnormalteiler von
H; ist umgekehrt V ein m-Subnormalieiler von H, so ist Vo ein m-Subnormal-
teiler von G.

BEWwEIS. Seip €z und U ein z-Subnormalteiler von G. Ist @ eine $-Sylow-
Gruppe von H, so gibt es eine p-Sylow-Gruppe P von G mit P°=(Q. Dann
ist Un P eine $-Sylow-Gruppe von U und also (U~ P)°C U°~ () eine p-Sylow-
Gruppe von U°. Also ist sogar U°n Q= (Un P)° eine p-Sylow-Gruppe von U”:

Sei nun V ein z-Subnormalteiler von H und Q eine p-Sylow-Gruppe von
H mit pEyz Dann ist VnQ eine - Sylow—Gruppe von V. Also enthilt
(VA Q)™ =V""n Q" eine p-Sylow-Gruppe P von V°" und Q° eine p-Sylow-
Gruppe B, von G mit Fn V" =P. Nach dem Satz von SyLow erhilt man
jede p-SyloW-Gruppe, von Q°, indem man P, mit einem passenden Element %

~aus dem Kern von. ¢ transformiert. Aber der Kern von o liegt in V. Dies

bedeutet jedoch, daB sich unter der Transformation mit £ die Ordnung des
Durchschnitts B~V nicht dndert. Daher hat ]ede p-Sylow-Gruppe von
Q7" eine p-Sylow-Gruppe von V° mit V" gemein, und V* “ist also, ein
z-Subnormalteiler von G.

Um zu zeigen, daB U° ein strenger m-Subnormalteiler von H ist, falls U
streng m-subnormal in G ist, betrachte man die Untergruppe V< von G,
wobei V' ein beliebiger m-Subnormalteiler von H sei. . Nach Voraussetzung
ist Un V" ein z-Subnormalteiler von V. Es ist

(U A V) =V A (U =V~ UN,

wobei N der Kern von ¢ ist. Aus dem Dedekindschen Modulsatz folgt nun
V"AUN=(V"nU)N. Also ist (UnV")°’=V~U° — Die Beschrinkung
von o auf V" bildet also den z-Subnormalteiler V"~ U von V° auf den
a-Subnormalteiler ¥~ U von V ab.

Damit ist der Hilfssatz vollstindig bewiesen.

HILFSSAT_Z 10. Enthilt die Uniergmppe V von G den m-Subnormalteiler U
vow G, so ist U auch n-subnormal in V.

Bewers. Ist. P eine ;b-Sonw-Gruppe von ¥V, so gibt es eine p-Sylow- -
Gruppe Qvon Gmit P=QnV. Istnun p €, s0ist PAU=(QnU)nU=QnU
eine p-Sylow-Gruppe U.
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Hirrssatz 11. Ein n-Subnormalieiler eines m-Subnormalieilers von G ist
sw-subnormal in G, entsprechendes gilt fiir strenge m-Subnormalteiler. — Die
Relation (strenger) m-Subnormalteiler zu sein ist transitiv.

BeEwEIs. - Sei V ein n-Subnormalteiler von G, und sei U ein #-Subnormal-
teiler von V; dann gilt fiir jede $-Sylow-Gruppe P von G und fiir jedes p € x:
PrU=(PrnV)nU. Aber PnV ist eine p-Sylow-Gruppe von V, also ist
PAU=(P~V)nU eine p-Sylow-Gruppe von U; und U ist z-subnormal in G.

Sei U streng m-subnormal i ¥ und V streng m-subnormal in G. Sei X
ein beliebiger m-Subnormalteiler von G; dann ist X~V ein z-Subnormal-
teiler von V und nach dem ersten Teil dieses Beweises auch in G. Daher
ist X~V nach Hilfssatz 10 auch a-subnormal in V. Dann ist aber (XnV)nU
ein z-Subnormalteiler von XV, also auch von X. — Daher ist U streng
z-subnormal in G.

Hivrrssatz 12. Ist der s-Subnormalteiler U von G mit dey Untergruppe V
von G vertauschbay, so ist UnV ein m-Subnormalteiler von V.

Bewsrs. Sind die Untergruppen U und V von G miteinander vertauschbar,
so gibt es nach WIELANDT ([6], Satz 6) fiir jedes p eine p-Sylow-Gruppe P
von UV, die das Produkt einer p-Sylow-Gruppe B, von U und einer $-Sylow-
Gruppe B, von V derart ist, daB B PE, cine p-Sylow-Gruppe von U~V ist.

Nach Hilfssatz 10 ist in der Situation des Hilfssatzes 12 U in UV ein
m-Subnormalteiler. Ist p€n, und P, eine beliebige $-Sylow-Gruppe von V,
50 ist B, in einer p-Sylow-Gruppe P von UV enthalten, die den 7-Subnormal-
teiler U in einer p-Sylow-Gruppe B, von U trifft. Wir wollen zeigen, da8
D P,=PB,P,=P gilt. Nach obigem Resultat von WIELANDT und nach Hilfs-
satz 2 gilt daher

o({B.BY) Zo(B)o(B):0(BrB) 2 o(P);

denn P~ B, ist in einer p-Sylow-Gruppe von UnV enthalten. Nun sind aber
B, und P Untergruppen von P, so daB o (P)=o({R, B}) gilt. Daraus folgt
dle Gglelchhelt dieser Zahlen und daher — mittels Hilfssatz 2 — die Vertausch-
barkeit von B, und F,. — Andererseits folgt daraus auch, daB BB, eine’
p- Sylow—Gf'uppe von U~V ist. Da dies fiir jede $-Sylow-Gruppe F, von V
gilt, so ist Un ¥ eine m-subnormale Untergruppe von V.

Im Kontrast zu Hilfssatz 12 ist im allgemeinen der Durchschnitt - 7/aV
zweier s-Subnormalteiler U und V nicht m-subnormal in G (nicht einmal
in 7); dies zeigt das bereits auf S. 213 gegebene Beispiel des Normalisators
einer 5-Sylow-Gruppe in der einfachen Gruppe der Ordnung 60.

Dagegen gilt aber der folgende

‘HiLrssatz 13. Sind U und V strenge m-Subnormalteiler von G, so ist auch
UV streng n-subnormal in G.

Bewgls. Sei X ein m-Subnormalteiler von G; dann ist X~U in G ‘auch
a-subnormal, also auch (XnU)nV=X~(U~V).

Eine interessante Eigenschaft der strengen m-Subnormalteiler ist, dal
bereits die Existenz eines strengen m-Subnormalteilers U==G von G mit
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(7, 0(U)) =1 (d.h. mindestens éin Primteiler von o (U) liegt in 7) die Nicht-
einfachheit von G nach sich zieht. Dies ist enthalten in

SATZ 6.- Wird die streng m-subnormale Untergruppe U von G von thren
w-Elementen erzeugt, so ist U subnormal in G.

Bewels. Sei pE€n. Wir beweisen den Satz 6 zunichst fiir den Fall, daB
der strenge 7-Subnormalteiler U bereits fiir ein 4 € # von seinen p-Elementen
erzeugt wird.

Aﬁgenommen, der Satz sei falsch fiir diesen Fall; dann gibt es unter den
endlichen ‘Gruppen, die Untergruppen enthalten, die den Voraussetzungen des
Satzes gentigen, von ihren p-Elementen erzeugt werden, aber nicht subnormal
sind, eine Gruppe G minimaler Ordnung. Sei U eine von ihren p-Elementen
erzeugte streng m-subnormale Untergruppe von G, die in G nicht subnormal
ist. Sei P eine p-Sylow-Gruppe von G und 3 (P) ihr Zentrum.

a) G st nicht esnfach, und {3 (P)*}CR(U). — Sei B, eine p-Sylow-Gruppe
von U und g€N(A). Nach Hilfssatz 13 ist dann auch U~ U? streng s-sub-
normal in G; auflerdem gilt ACU~U% Da UnU¢ die p-Sylow-Gruppe B,
von U enthilt und' #~subnormal in U ist, so enthilt UnU?® jede p-Sylow-
Gruppe von U.  Aber U wird von seinen p-Elementen erzeugt. Daher gilt
U="U¢ und N(B)SN(U). Ist. P eine p-Sylow-Gruppe von G, die B, enthilt,
so gilt fiir das Zentrum 8 (P) die Beziehung 8(P)<N(R) <N (V). Da U aber
z-subnormal ist, so gilt 8(P)CR (V) fiir jede p-Sylow-Gruppe P von G. Es
ist also (1==) Z={8(P G}( N(U). Z ist ein echter Normalteiler von G, da U
kein Subnormalteiler sein-sollte, also erst recht kein Normalteiler.

b) Es gilt U$N fitr jeden echten Normalteiler N von G; denn alle Voraus-
setzungen des Satzes gelten auch in N; der Minimalitit. von G wegen wire
U in N aber subnormal und damit auch in G.

c) Fiir jeden Normalteiler N ==1 von G ist die Untergruppe U N/N von G|N
subnormal,; denn unter Homomorphismen geht eine von ihren p-Elementen
erzeugte Gruppe in eine von ihren p-Elementen erzeugte Gruppe iiber, U N/N
erfiillt also nach Hilfssatz 9 die Voraussetzungen ‘des Satzes in G/N. Aber
wegen N =1 gilt o(G/N)<o(G), so daB wegen der Minimalitit von G die
Untergruppe UN/N in G/N subnormal ist.” Daher ist auch UN subnormal in .

Wire nun UN =G, so wire wegen der Transitivitit der n—Su'f;)r;ormalitz’it
(Hilfssatz 11) jeder z-Subnormalteiler der subnormalen Untergruppe U N auch
in G selbst g-subnormal. Also wire U bereits in UN streng n-subnormal.
Wegen der Minimalitit von G wire dann aber U subnormal in UN, also
auch in G; dies widerspriche ‘aber unserer Annahme iiber U. — Daher gilt

'd) Fiir jeden Normalteiler N==1 von G gilt UN=G.

Wihlen wir nun den nicht-trivialen Normalteiler N CZ <R (U), dann folgt
aber aus d), daB U Normalteiler von G ist. Dies widerspricht der Annahme,
U ‘sei nicht subnormal. — Es kann daher kein solches G geben; damit ist
der Satz bewiesen fiir streng m-subnormale Untergruppen, die von ihren
p-Elementen erzeugt werden fiir ein festes p €.
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Seinun U ein strenger n-Subnormalteiler von G, der von seinen sz-Elementen
erzeugt wird; sei p €z und C,(U) die von allen p-Elementen von U erzeugte
Untergruppe von U. Nach Hilfssatz 11 ist auch C,(U) ein strenger a-Sub-
normalteiler von G. Aus dem ersten Teil dieses Beweises folgt nun, daB
Cs(U) in G subnormal ist. — Da U von seinen m-Elementen erzeugt wird,
ist es Produkt seiner charakteristischen Untergruppen C,(U), wobei p alle
Primzahlen aus s durchliuft. Als Vereinigung endlich vieler Subnormalteiler der
Form C,(U) ist auch U ein Subnoémalteﬂer von G. — Damit ist Satz 6 bewiesen.

Sei nun # eine Funktion, die auf einer Klasse endlicher Gruppen erklart
ist und die jeder Gruppe G, fiir die # definiert ist, eine nicht-leere Menge
A(G) von Untergruppen von G zuordnet.

-DEFINITION 4. Eine solche Funktion .# heille subnormal, wenn sie den
folgenden Bedingungen geniigt:

A1: Ist A fiir G erklirt, so ist A4 auch fiir jedes homomorphe Bild G°
von G erklart, und es gilt (#(G))'S<A(G%).

ATI: Tst A auf G erklart s0 auch auf allen Normalteilern von G.

AIL: Tst Uc.#(G), und ist U in einem Normalteiler N von G enthalten,
so gilt UE.#(N).

A1IV: Ist U €in minimales Element ==1 von .#(G), so ist UnU® ein
n-Subnormalteiler von U fiir jedes g€ G und die Menge ¢ aller Primzahlen.

AV: Ist UC.H(G), so ist U ein n-Subnormalteiler von G fiir die Menge 7
aller Primzahlen.

Triviale Beispiele subnormaler Fungtionen stellén die Funktionen dar, die
jeder endlichen Gruppe die Menge ihrer Subnormalteiler oder die Menge ihrer
Normalteiler zuordnen. — DaB es keine schwichere subnormale Funktion gibt
als die, die G seine Subnormalteiler zuordnet, rechtfertigt die Benennung
dieser Funktionenklasse als subnormal :

Satz 7. Ist M eine subnormale Funktion auf einer Klasse endlicher Gruppen,
so-ist M(G) — falls definiert — eine Menge subnormaler Untergruppen von G.
Beweis. Angenommen, der Satz ist falsch; dann gibt es unter den Gruppen,
fiir die # definiert ist und in denen der Satz falsch ist, eine Gruppe G von
_ minimaler Ordnung. Sei U ein Element von .#(G)-minimal derart, dal U
in G nicht subnormal ist. Sei N ein minimaler Normalteiler (s=1) von G;
dann ist wegen A'l und der Minimalitit von G die Untergruppe UN/N sub-
normal in G/N; also ist auch UN subnormal in G. Als Subnormalteiler £=G
wire UN in einem echten Normalteiler V' von G enthalten; wegen A III
wire dann U¢€ #(V), und wegen der Minimalitit von G ist U subnormal

in ¥ und damit in G; das hatten wir aber ausgeschlossen Daher gilt
“a) Fiir jeden Normalteiler N (==1) von G gilt UN = G, insbesondere ist

—I]. — g
Us=Uy= 0, Ut=1.
b) U ist ein minimales Element ==1 von M (G). — In [7] zeigt WIELANDT

nimlich, daB jeder minimale Normalteiler von G jeden Subnormalteiler von
G normalisieért. .Wire U nicht minimal in .#(G), so gibc es ein VS.A(G),
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1% V( U. Wegen der Wahl von U ist ¥ subniormal in G, wird also von jedem
mmlmalen Normalteiler N von G normalisiert. Da heiBt aber V= ﬂ VeUs==1.

Wegen V==1 ist dies ein Widerspruch. Daher kann es ein solches V nicht
geben, und U ist minimal in #(G).

¢) G ist nicht-einfach. — Sei T die Untergruppe von U, die von allen
p-Elementen, p ein Primteiler von o(U), von U erzeugt wird. Sei P, eine
p-Sylow-Gruppe von U. Sei geRN(F). Es gilt TnT8CU~US. Aber wegen
ATV ist UnU? ein p-Subnormalteiler von U, und nach der Auswahl von g
enthilt UnU® eine p-Sylow-Gruppe von U und damit alle. Dann ist aber
TrnT8=T, und geN(T). Seinun.Z das Erzeugnis der Zentren aller $-Sylow-'
Gruppen von G fiir dies feste ; dann gilt ZCR(T). Es gilt (1) Z=G;
denn wire Z=G, so wire T normal in G mit TCU, was nach a) jedoch nicht
sein kann.

Wegen Z =1 folgt nun aber aus a), daBl UZ = G ist. Nach c) ist ZCR(T);
das bedeutet: 1=7T= gQZ T2CU,=Uz=1. Dieser Widerspruch zeigt, daB es

keine endliche Gruppe G der geforderten Art geben kann, daB Satz 7 also stimmt.

BEMERKUNG. Sei .# die Funktion, die der Gruppe G fiir die Menge &
aller Primzahlen alle auflosbaren z-Subnormalteiler von G zuordnet. Es ist
klar, daB .# alle Bedingungen einer subnormalen Funktion erfiillt auBer
— vielleicht — A IV. Um einzusehen, daB .# auch A IV erfillt ist, erinnere
man sich an die Transitivitit der m-Subnormalitit; dann ist es klar, daB
minimale, anflésbare 7-Subnormalteiler =1 Primzahlordnung haben; dann
"haben natiirlich zwei verschiedene den m-subnormalen Durchschnitt 1. Man
erhilt daher die Aussage:

 Auflssbare n-Subnormalteiler U von G sind subnormal, falls die Primzahl-
“menge 7 alle Primteiler von o (U) wmfaft. (Dies hitte man auch direkt induktiv
aus der Tatsache schlieBen konnen, daBl p-subnormale p-Untergruppen von
G in jeder p-Sylow-Gruppe von G liegen und so subnormal sind.) Diese Aussage
umfaBt natiirlich auch den Fall, daB ganz G auflosbar ist, und verallgemeinert
so einen von R, W. CARTER ([1], p. 625) angegebenen Satz.

Das Produkt aller minimalen Normalteiler von G — den Sockel von G —
bezeichnen wir mit &(G).

Satz 8. Fiir die n-Untergruppe U der endlichen Gruppe G sind die folgenden

Aussagen gleichwertig :
(i) U st Subnormalteiler von G.

(i) U 1ist ein strenger m-Subnormalteiler von G.

(iii) U st ein 7v-Subnormalteiler von G, und jeder perfekie, esnkipfige Normal-
tedler T von U ist mit jedem seiner Konjugierien T¢, g€ G, vertauschbar.

(iv) U ist esn n-Subnormalteiler von G, und fiir jeden Normalteiler K von
G gilt: UKAUSK st fiir jedes g€ G ein s-Subnormalteiler von UK.

(v) Fiir jeden Normalteiler K-von G gilt: S (G/K)SN(UKIK).

(vi) Fiir jeden U enthaltenden Subnmormalteiler V vom G und fiir jeden
Normalteiler N von V gilt: e(viNycn(e (UN/N))
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Bewrls. Die Eigenschaften (i) und (iv) werden von Subnormalteilern
trivial erfiillt. Ist U ein Subnormalteiler von G, .so besagt ein Satz von
WieLaNDT ([6], Satz 20), daB U auch die Bedingung (iif) erfiillt. — In [7]
zeigt WIELANDT, daf jeder minimale Normalteiler von G — also auch &{G). —
einen jeden Subnormalteiler von G normalisiert. Damit ist klar, daB der.
Subnormalteiler U von G auch die Bedingungen (v) und {vi) erfiillt.

DaB (i) aus (ii) folgt, ist in Satz 6 enthalten.

(i) folgt aus (iii). Die Funktion .#, die G alle Untergrup: sen mit der Eigen-
schaft (iii) zuordnet, ist subnormal; der einzige Punkt, der iraglich ist, ist
die Bedingung A IV. Sei U eine solche minimale #-Untergruppe von G;
entweder ist U abelsch und von Primzahlordnung und erfiillt s¢ A IV trivial,
‘oder aber U ist nichtabelsch und einfach und daher nach ii) mit jedem
seiner Konjugierten vertauschbar. Aber dann garantiert der Hilfssatz 12, da
UnU® ein n-Subnormalteiler von U ist. Die Bedingung A IV ist also auch
erfiillt, und .# ist eine subnormale Funktion. Satz 7 besagt dann, daf U
subnormal ist.

Um zu sehen, daB aus (iv) ebenfalls (i) folgt, uberlege--man sich, daB mit
U auch jeder Subnormalteiler von U die Eigenschaft (iv) besitzt. Es ist
klar, daB8 es geniigt, dies fiir einen Normalteiler L von U zu zeigen. Sei
UnUt=D; dann ist LnD ein Normalteiler von D, ebenso Lé~n D, Daher ist
L~ L# als Normalteiler des m-Subnormalteilers D nach Hilfssatz 11 ein z-Sub-
normalteiler von G, also auch von L.

Sei nun G eine Gruppe minimaler Ordnung derart, daB es eine Unter-
gruppe U von G gibt, die zwar (iv) erfiillt, aber nicht subnormal in G ist.
Sei U eine minimale solche Gruppe. Dann ist jeder echte Subnormalteiler
von U ein"Subnormalteiler von G. Sei C,(U) die von allen p-Elementen von
U erzeugte Untergruppe von U. Es ist klar, daB die w-Gruppe U mit dem
Produkt seiner C,(U) zusammenféllt, wenn p alle Primzahlen aus = durch-
lauft. Ist fiir jedes p €x die Gruppe C,(U)==U, so ist U als das Erzeugnis
seiner echten Subnormalteiler C,(U) subnormal in G, denn diese sind in G
subnormal. Also muB es. eine Primzahl p £z geben derart, daB C,(U)=U.
Sei nun P eine p-Sylow-Gruppe von U, gEN(P). Der Durchschmtt UnUS
ist nach (iv) ein z-Subnormalteiler von U und enthilt eine p-Sylow-Gruppe
von U, also alle. Da U aber von seinen p-Elementen erzeugt wird, so ist
UnUs=U und geR(U). — Sei Z die von den Zentren aller $-Sylow-Gruppen
von G erzeugte Untergruppe von G. Es gilt Z<N(U). Nun gilt (iv) fiir ZUjZ
in der Faktorgruppe G/Z von G, und wegen der Minimalitit von G ist ZU/Z
in G/Z subnormal. Also ist ZU in G subnormal. Aber U ist normal in ZU,
also auch subnormal in G — entgegen unserer Annahme iber U. Dieser
Widerspruch zeigt, dafl es kein solches G geben kann daB daher (i) aus {iv)
folgt. ’

Aus (v) folgt (i). Dies wird durch Induktion nach der Linge der Kompo-
sitionskette von G bewiesén. Sei G eine Gruppe derart, daf fiir alle Gruppen
kiirzerer Kompositionslinge die Subnormalitit bereits als Folge von {v) nach-
gewiesen ist. — Sei K ein minimaler Normalteiler (1) von G. Nach Voraus-
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setzung ist die Bedingung (v} aber in G/K fiir die Untergruppe UK/K
erfiillt. Da die Kompositionslinge von G/K Kkleiner ist als die von G, so
ist UK/K subnormal in G/K; also ist UK subnormal in G. Als minimaler
Normalteiler ist K aber direkter Faktor von &(G). Die Bedingung (v)besagt,
daB KCR(U). Daher ist U Normalteiler des Subnormaltellers UK von G,
und so selbst subnormal in G.

Aus (vi) folgt (i). In Gruppen kiirzerer Kompositionslinge als G sei diese
Implikation bereits nachgewiesen. — Sei K ein minimaler Normalteiler von G.
In der Gruppe G/K gilt (vi) fiir die Untergruppe U K/K. Da die Kompositions-
linge von G/K kiirzer ist als die Kompositionslinge von G, $o gilt die Fol-
gerung in G/K nach Induktionsvoraussetzung, und U K/K ist subnormal in
G/K; also ist UK subnormal in G.

Gibt es nun einen minimalen Normalteiler K von G derart, daB UK *G,
50 ist U subnormal in UK und also auch in G, denn die Kompositionslinge
des Subnormalteilers UK von G ist in diesem Fall kleiner als die Kompo-

“sitionsldnge von G, und (vi) gilt auch in UK fiir U.

Andernfalls ist aber UK =G fiir jeden minimalen Normalteiler K von G.
Die Bedingung (vi) besagt (fiir V=), dal K den Sockel & (U) normalisiert.
Aber dann ist & (U) als Normalteiler von U auch in K U =G normal. — Wihlt
man nun den minimalen Normalteiler KC &(U)C U, dann sieht man, daB
U=UK=G. Also ist U trivialerweise subnormal.

Damit ist Satz 8 vollstindig bewiesen.

BEMERKUNG. Der Beweis der Gleichwertigkeit von (i), (v) und (vi) benutzte
die Endlichkeit der Gruppe G nicht véllig, sondern kam mit der Endlichkeit
der Kompositionslinge von G aus. Da die benutzten Sitze von WIELANDT
auch fiir Gruppen mit endlicher Kompositionslinge gelten ([5], [7]), so ist
die Gleichwertigkeit dieser Bedingungen auch in dieser weiteren Klasse von
Gruppen bewiesen. — Nebenbei sei bemerkt, daB sich aus der Gleichwertigkeit
von (i) und (v) auch ein neuer Beweis fiir den bekannten Satz (WIeLANDT [4],
Satz 7) ergibt, daB in Gruppen endlicher Kompositionslinge die Vereinigung
zweier Subnormalteiler wieder subnormal ist.

BEMERKUNG. Aus Satz 6 folgt die Aussage:

Werden die streng m-subnormalen Untergruppen A und B von G beide von
thren n-Elementen erzeugt, so ist {A, B} in G streng m-submormal. — Ohne die
Voraussetzung iiber die n~Erzeugbarkeit von 4 und B gilt diese Aussage im
allgemeinen jedoch aicht, dies zeigt ein

BEeIspIEL. Sei C die nicht-abelsche Gruppe der- Ordnung 6. Sei G eine
einfache Gruppe, die eine zu C isomorphe Untergruppe enthilt, die wir mit
C identifizieren. Seien 4 und B zwei verschiedene 2-Sylow-Gruppen von C.
Trivialerweise sind 4 und B streng 3-subnormal in G. Aber {4, B}=C ist
nicht 3-subnormal in G; denn sonst wire die (in C normale) 3-Sylow-Gruppe
von C ein 3-Subnormalteiler und damit subnormal, was der Einfachheit von
G widerspriche. — Durch Jeichte Abdnderung des Beispiels siecht man, daf3
bei Verzicht auf die ,,Strenge” an der im Beispiel gegebenen Situation auch
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durch die Forderung mnichts geindert wird, daB die Ordnungen der z-Sub-
normalteiler 4 und B durch alle Primzahlen aus 7 teilbar sind.

Im Zusammenhang mit der zn-Subnormalitit einer Untergruppe U von G
kann man sich fragen, unter welchen Bedingungen aus der m-Subnormalitit
von U==G die Nichteinfachhéit von G folgt. — Eine andere Frage ist, unter
welchen Bedingungen aus der s-Subnormalitit von U auf die Existenz eines
Subnormalteilers V' =#=1 von G mit V' C U geschlossen werden kann. Ein (sehr
spezieller) Beitrag. hierzu ist

Sa129. Sei pq ein Teiler der Ovdnung dey Untergruppe U dey endlichen,
auflosbaren Gruppe G. Enthilt U keine Elemente der Ordnung Hgq, so folgt
aus der Bedingung, dafi U ein pg-Subnormalteiler von G ist, daf U einen
‘Normalteiles V enthilt, dey in G subnormal ist, mit (j) q, "o(V)) =+1.

Brweis. Angenommen, der Satz sei falsch; dann gibt es unter den end-
lichen, auflésbaren Gruppen, die Untergruppen enthalten, welche zwar den
Voraussetzungen des Satzes geniigen, nicht aber der Folgerung, eine Gruppe G
von kleinster Ordnung. Sei U minimal unter den Untergruppen von G, welche
die Voraussetzungen des Satzes erfiillen, nicht aber die Folgerung.

a) U enthdlt kefnen pg-Novmalteiler = 1; denn ein solcher wire nach Hilfs-
satz 11 auch pg-subnormal in G und damit nach der Bemerkung zu Satz 7
sogar subnormal in G. Dies aber widerspriche unserer Annahme iiber U.

b) Fiir jeden minimalen Normalteiler N (==1) von G gilt der Satz fiixr UNIN
in G/N: Da o(G/N) = 0(G), so folgt aus der Minimalitit von G die Giiltigkeit
des Satzes fiir UN/N, falls UN/N in G/N die Voraussetzungen erfiillt. Nach
Hilfssatz 9 ist UN/N ein pg-Subnormalteiler von G/N; da es bereits in U,
keine Elemente der Ordnung g gibt, so kann es in UN/N auch keine geben.
Nach a) gibt es in U keinen p¢-Normalteiler ==1, d.h. aber: (pg, o (NnU)) =1;
dann teilt aber ¢ auch die Ordnung von UN/N. Damit sind die Voraus-
setzungen von Satz 9 fir UN/N in G/N nachgewiesen, und in G/N gibt es
also einen Subnormalteiler V/N, der normal ist in UN/N und (;5 g, 0(VIN)) ==1
erfiillt. O.B.d.A. nehmen wir an, p teilt o (V[N). '

¢) Der minimale Normaiteiler N von G ist eine p-Gruppe. — Nach Hilfs-
satz 12 ist VAU ein pg-Subnormalteiler von V. Nach dem Dedekindschen
Modulsatz hat ¥V die Form V=N(UnV). — Ist die elementar-abelsche
Gruppe N keine p-Gruppe, so ist jede £-Sylow-Gruppe von_ V bereits in UnV
enthalten, also auch der von diesen aufgespannte Normalteiler R von V.
Nun ist R eine charakteristische Untergruppe von ¥V und daher normal in
UN; also ist R auch normal in U. Aber R tite das Verlangte, und dies wider-
spriche der Wahl von U. — Also ist N eirie p-Gruppe.

d) ¢ teslt die Ovdnung von UnV nicht; denn da N eine p-Gruppe ist, so
ist jede  g-Sylow-Gruppe von V bereits in U~V enthalten, der von allen
g-Sylow-Gruppen von V erzeugte Normalteiler von U tite das Verlangte im
Widerspruch zu unserer Annahme tiber U.

Sei S der von allen ¢g-Sylow-Gruppen von UN erzeugte Normalteiler von
UN. Da U aber g-subnormal ist, so enthilt U bercits S als Normalteiler.
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Es gilt D=S~V ist normal in UN, also auch in U. Aber D ist als Normal-
teiler von UN auch in V normal und daher Subnormalteiler von G. Wire
nun (pg, o(D))==1, so wire D ein Normalteiler von U, wie er in der Aus-
sage des Satzes géfordert, in unserer Annahme jedoch ausgeschlossen war
Daher gilt

e) (pg,0(D)=1.

U/D enthilt aber den Normalteiler S/D x(UnV)/D. Da S/D Elemente
der Ordnung g und (U~V)/D Elemente der Ordnung p enthilt, so gibt es in
dem direkten Produkt der beiden Normalteiler von U/D Elemente der Ord-
nung pg¢. — Das ist aber unméglich; denn wir hatten vorausgesetzt, daB es
sogar in U keine Elemente der Ordnung pq¢ gibt. Dieser Widerspruch zeigt,
daB es ein G mit den angenommenen Eigenschaften nicht gebén kann, daB
also der Satz gilt.

BEMERKUNG. Es. scheint eine schwer zu entscheidende Frage zu sein, ob
man in Satz 9 die Bedingung fortlassen kann, daB U keine Elemente der
- Ordnung p¢ enthalte. — Ebenso liegt es nahe zu fragen, ob die Aussage von
Satz 9 richtig bleibt, wenn man die Auflosbarkeit hochstens noch von U
(aber nicht mehr von G) fordert.
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